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1 Uvod

Piezoelektrické rezonatory jsou dtlezitym stavebnim prvkem fady modernich zarizeni.
Vedle tradi¢nich aplikaci v oscilacnich a filtra¢nich elektrickych obvodech nebo budicich
akustického signalu nachazeji stale vétsi uplatnéni jako rezonanc¢ni snimace neelektrickych
veli¢in, zakladni soucast piezoelektrickych aktuatort a ultrazvukovych motort nebo v pie-
zoelektrickych transformatorech. Noveé se objevuji i technicka feseni kombinujici vice rezo-
nancnich struktur s riiznou funkeci.

Pojmem piezoelektricky rezonator rozumime element z piezoelektricky aktivniho mate-
ridlu (nejcastéji ve tvaru desticky, tyc¢inky nebo prstence), ktery je na vhodnych plochach
opatien urcitou konfiguraci elektrod a kmita nékterym vlastnim médem kmitu. Mechanicka
deformace je vyvolana harmonickym elektrickym polem o frekvenci blizké nékteré vlastni
frekvenci rezonatoru, prilozenym na elektrody. Rezonator mtize obecné kmitat fadou jed-
noduchych nebo vzajemné vazanych moéda kmitd riznych rada. V aplikacich se vyuziva
obvykle pouze jediny mdéd, piipadné kombinace nékolika ¢asové a prostorové posunutych
modt kmitia.

Podstatou navrhu piezoelektrického rezonatoru je urceni zakladnich modélnich para-
metri - vlastni (rezonan¢ni) frekvence a vlastniho tvaru kmitu. U rezonatort urcenych
pro pouziti v radiotechnice nebo akustice je zasadni velikost a stabilita rezonanc¢ni frek-
vence a vzajemna vazba nebo odstup sousednich moédia kmitd. U rezonatorti pouzivanych
pro aktuatory je urcujici také vlastni tvar kmitu, dilezity pro optiméalni ¢innost zafizeni.

Rostouci vyznam piezoelektrickych rezonatori v technické praxi klade naroky na pies-
rametri piezoelektrického elementu podle pozadavki budouci aplikace. Hlavnimi faktory
ovliviiujicimi mody kmitd jsou tvar a rozméry rezonatoru a elektrod, pouzity material
a orientace krystalového fezu. Vhodnou kombinaci téchto veli¢in je mozné zvyraznit poza-
dovany méd kmitu a potlacit blizké nezddouci mody. V pribéhu konstrukce rezonétoru je
nutné provést uplnou a presnou analyzu spektra kmitt pro rtizné hodnoty geometrickych
a materidlovych parametri.

1.1 Soucasny stav problematiky

Obvyklym postupem pouzivanym pii navrhu piezoelektrického rezonatoru je analytické
feSeni pohybovych rovnic, které vychazeji z aproximacnich teorii vyssich radu popisujicich
kmity piezoelektrickych desek [1]. Tato metodika je ¢asto doplnéna matematickym mode-
lovanim pomoci metody konec¢nych prvkii.

Zaklad moderni teorie analytického Teseni kmitd piezoelektrickych rezonatori tvori
Mindlinova dvourozmérnd aproximacni teorie popisujici vinéni v elastickych deskdch [2].
Rozsiteni ptivodni Mindlinovy aproximace do oblasti kmitti piezoelektrickych desek a je-
jimu dalsimu zpresnéni byla a je vénovana velka fada publikaci. Mezi nejvyznaméjsi patii
Tierstenova monografie [3] nebo souhrnné prace Zelenkova [1], z posledni doby pak zejména
préace publikované Leem a jeho spolupracovniky [4], [5]. Vétsina aproximad¢nich metod vy-
chazi z predpokladu linearniho popisu piezoelektrickych kmitii a zanedbani vnitinich ztrat
v rezonatoru. PrestoZze bylo publikovano mnozstvi praci popisujicich nelinearni elektro-
elastické rovnice nebo linearni rovnice respektujici mechanické tlumeni a elektrické ztraty,
nebylo dosud formulovano podobné feseni pro kmity rezonatorti kone¢nych rozmér.



Popis kmitt tenkych tuzkych piezoelektrickych desticek, oznacovanych také terminem
pasek (strip), 1ze déle upravit zavedenim jednorozmeérné aproximace. Predpokladédme-li,
7e Sifka a tloustka pasku je mald ve srovnani s délkovym rozmérem, muZeme v obou
téchto smérech nahradit skutecna rozlozeni veli¢in jejich primérnou hodnotou nebo radou
diskrétnich hodnot. Ziskame tak jednorozmérné aproximované veli¢iny, které jsou funkcemi
jiz pouze jedné soutradnice a Casu.

Resenim vazanych kmit paskovych rezonatori s pravothlym priifezem pomoci jedno-
rozmérné teorie se poprvé zabyval Lee [6]. Posunuti ve sméru $itky rozvedl do mocninné
fady sifkové souradnice a hodnoty elastického napéti a posunuti ve sméru tloustky nahradil
jejich stfednimi hodnotami. Odlisny postup odvozeni jednorozmérnych rovnic pouzili Lee
a Wang v préci [7], kde veli¢iny ve sméru tloustkové i sitkové souradnice rozvinuli do fady
trigonometrickych funkci.

Vazanymi kmity rezonatorti vyrobenych z materialu s hexagonalni symetrii tiidy 6mm
(napf. piezoelektricka keramika) se zabyvali napiiklad Zelenka [8] a Lee et al. [9]. V praxi
jsou pouzivana dvé provedeni paskovych rezonatori s touto symetrii. Prvni provedeni ma
krystalografickou osu ¢ (nebo smér polarizace v pfipadé piezoelektrické keramiky) rovno-
béznou s délkou pasku a elektrody jsou umistény na plochach kolmych k délce. V druhém
piipadé je osa ¢ rovnobéznéa s tloustkou a elektrody jsou na plochéch kolmych k tloustce.

Pro prvni piipad stanovil Zelenka [8] tpravou vztaht [7] FeSeni vazanych podélnych,
sitkové rozpinavych a symetrickych sitkové stfiznych kmitd pro pfipad ustalenych kmit
rezonatoru bez elektrod. Lee et al. [9] se vénoval popisu kmitti druhého provedeni rezoné-
toru. Podobné jako v [6] nahradil veli¢iny ve sméru tloustky jejich pramérnymi hodnotami,
pricemz $itkové velic¢iny rozvedl do fady trigonometrickych funkei. Timto postupem ziskal
rovnice vazanych podélnych, sitkoveé rozpinavych a symetrickych sitkové stfiznych kmitt.

1.2 Cile disertacni prace

Ptedlozena prace se zabyva analytickym popisem vazanych kmit podélné polarizova-
nych paskovych rezonatortu z piezoelektrické keramiky (viz obr. 4.2, 4.4). Ucelené FeSeni
tohoto problému, popisujici redlny pripad kmit buzenych harmonickym elektrickym po-
lem, dosud nebylo publikovano.

Reseni navazuje na Zelenkovu préci [8]. V této publikaci neni uvedeno odvozeni vyi-
slednych rovnic a neobsahuje ani ovéfeni teoretickych vztahtt vypoctem a porovnanim
s experimentem. Je proto vhodné vyjit z ptivodnich praci [4] a [7] a provést znovu Gplné
odvozeni téchto rovnic. Ty je pak nutné doplnit okrajovymi podminkami, které respektuji
zpusob elektrického buzeni kmitd rezonatoru.

Popis stejné skupiny vazanych kmitt lze ziskat také druhou metodou primeérovani pres
tloustkovou soufadnici. Pouzitim stejné mysSlenky jako v piedchozim piipadé je mozné
ptizptsobit postup Teseni [9] a ziskat vlnové rovnice kmit podélné polarizovanych rezoné-
tori, které budou doplnény o prislusné okrajové podminky. Opét je tfeba vyjit z ptivodni
dvourozmérné aproximace [5].

Obé soustavy vlnovych rovnic, ziskané riznym postupem aproximace, by meély shodné
popisovat chovani readlného rezonatoru. Je proto nutné navzajem porovnat jejich feSeni,
napiiklad ve formé zavislosti rezonancni frekvence na rozmérech rezonatoru. Diilezité bude
i porovnani teoretickych vysledkt s naméfenymi hodnotami rezonan¢nich frekvenci.



Je tfeba si uvédomit, ze podélné polarizované piezokeramické pasky predstavuji spe-
cifické provedeni rezondtoru. Vzhledem k jeho tvaru a zptisobu buzeni je ¢initel jakosti
pri rezonanci nizky. Znac¢na délka spolu s malou plochou elektrod jsou pfi¢inou velmi nizké
statické kapacity a elektrické pole uvnitt rezonétoru je silné nehomogenni. Vlastnosti piezo-
elektrické keramiky jsou nelinearni a jeji materidlové konstanty jsou vyrobcem zarucovany
v toleranci nékolika procent [10]. Nékteré teoreticky popsatelné médy kmitt nelze vybudit,
nebo je nutné pouzit vyssi nelinearni trovné budiciho napéti. Ziskané rovnice proto budou
ziejmé pouze lineadrni aproximaci realného nelinearniho stavu.

2 Elastické vInéni v piezoelektrickych latkach

Popis vazanych kmiti piezoelektrickych rezonatort souvisi s problémem sifeni elastic-
kého vInéni v piezoelektrickém ohranic¢eném prostiedi.
jejichz polarizace jsou navzajem kolmé. Vlivem vzajemné zavislosti mechanickych a elek-
trickych veli¢in dochéazi k vazbé mezi elastickym a elektromagnetickym vinénim. Za predpo-
kladu nekonecné malych deformaci a kvazistatického charakteru elektrického pole miizeme
vinéni v piezoelektrickych latkach popsat nasledujici skupinou rovnic [3]:
a) algebraické rovnice (linearni piezoelektrické rovnice)

E
Tij = CijrSk — exij Bk

2.1
D; = €S + 5By, 21)

b) divergené¢ni rovnice (elastické pohybové rovnice a nadbojova rovnice elektrostatiky)
Tiji = pty

2.2
Di,i = 07 ( )

¢) gradientni rovnice (vztahy mezi deformaci a mechanickym posunutim a mezi intenzitou
elektrického pole a elektrickym potencialem)

(2.3)

kde T};, S, Ex a D; jsou po fadé slozky elastického napéti, deformace, intenzity elektric-
kého pole a elektrického posunuti, u; a ¢ jsou slozky mechanického posunuti a elektricky
potencial. Materidlovymi vlastnostmi latky jsou elasticky modul pii konstantni intenzité
elektrického pole cZEjkl, piezoelektricky modul e;;, permitivita pii konstantni deformaci %,
a hustota p.

Systém 22 rovnic (2.1) az (2.3) pro 22 neznamych lze postupnym vzajemnym dosazo-

vanim zjednodusit na soustavu ¢tyi diferencidlnich rovnic pro ¢tyifi nezndmé u; a ¢
E T
CijkiWkli T ChijP ki = PU; 5 (2.4)
s B .
CikiUk,li — EipPhi = 0.

Pti vlnéni v ohrani¢eném piezoelektrickém prostiedi, tedy s jednou a vice hrani¢nimi
plochami, dochazi na rozhrani k odraziim vlnéni a vazbé riznych médid kmitt. Rov-
nice (2.4) musime FeSit soucasné s okrajovymi podminkami, které jsou dvojiho druhu -
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- mechanické a elektrické. Pii navrhu obvykle pfedpokladame rezonator s mechanicky vol-
nymi plochami umistény ve vakuu. Slozky elastického napéti na hrani¢ni plose x; = konst.
jsou nulové a mechanickéa okrajova podminka méa tvar

Thn =T =T3=0 pro z; = konst. (2.5)

Povrch rezonatoru je bud bez elektrod, nebo pokryty dokonale vodivymi nehmotnymi elek-
trodami, na které je prilozen elektricky potencial. V prvnim pfipadé ma pfi zanedbani
elektrické pole ve vakuu elektrickd okrajova podminka tvar

D;=0 pro x; = konst. (2.6a)
U pokoveného povrchu vyzadujeme spojity potencial na celé plose elektrody

Y=gy  pro z; = konst., (2.6b)

kde hodnota prilozeného potencidlu ¢y mize byt nulova, nebo mize nabyvat konecnych
hodnot.

Elastické vIinéni postupujici nekonec¢nou piezoelektrickou deskou si miizeme predstavit
jako soubor mnoha slozek, které se §ifi ve sméru kolmém na tloustku desky sti¥idavym
odrazenim od jejich hrani¢nich rovin. Tyto slozky maji charakter podélné nebo pii¢né viny
a predstavuji mody kmiti (kmity) nekonecné rozlehlé desky. Prostor omezeny dvéma hra-
niénimi rovinami se chové jako vlnovod, ve kterém dochézi k disperzi vinéni [11]. Rychlost
vlny ve sméru Sifeni vinéni neni konstantni a zavisi na jeji frekvenci.

V prostorové ohranic¢ené desce je sifeni vlnéni omezeno dalsimi hranicemi na okrajich
desky. Pii odrazech na hranicich desky vznikaji tfirozmérné stojaté viny, jejichz kmitani je
popsano vlnovymi rovnicemi (2.4). Jejich feSeni musi vyhovovat mechanickym a elektric-
kym okrajovym podminkam (2.5), (2.6) na vsech hrani¢nich plochach rezonatoru. Reseni
této soustavy lze analyticky vyjadrit v uzavieném tvaru kone¢ného poc¢tu matematickych
funkci pouze pro ptripad nekonecnych desek nebo pro ohranicené desky se specifickymi po-
méry rozmeéri. Pro popis kmitid deskového rezonatoru obecnych rozmért je proto nutné
pouzit nékterou z aproximac¢nich metod.

3 Aproximacni reSeni kmitti piezoelektrickych desek

Uvazujme ohranicenou piezoelektrickou desku obecného tvaru, umisténou v souradné
soustavé tak, ze jeji tloustka 2b je rovnobézna s osou x a pocatek souradné soustavy lezi
ve stfedni roviné desky (viz obr. 3.1). Pro pfipad buzeni kmiti ve sméru kolmém na osu
2o predpokladejme plochy bez elektrod.

K vyjadfeni diferencialnich rovnic popisujicich pohyb piezoelektrického télesa o ob-
jemu V' uzavieném plochou S mizeme vyuzit variacniho principu pro linearni piezoelek-
trické kontinuum [3], ktery je modifikaci principu virtudlnich praci analytické mechaniky.
Varia¢ni rovnice vyjadiuji dynamickou rovnovahu systému a maji tvar

t1
\%

/ dt/ niTy) Su; + (0 — D) 5 dS = 0, (3.1)



2b

—
=4

Obr. 3.1: Ohranicend piezoelektricka deska umisténa v souradném systému

kde t; je elastické napéti na povrchu elementu, o je hustota povrchového naboje a n;
je jednotkovy vektor sméfujici vné plochy S. du; a d¢ jsou libovolné variace posunuti
a potencialu, které jsou v casech ty a t; nulové.

Zakladni myslenka aproximacniho popisu spoc¢iva v nahrazeni skutecného rozlozeni ve-
li¢in ve sméru tloustky desky nekonecénou fadou matematickych funkci G, (z2) [2]. Mecha-
nické posunuti u; a potencial ¢ rozvineme do nekonecné rady

uj(xl,ﬂfg,l'g,t) = Zugn)Gn(x2>7 @(xl,xz,iﬁg,t) = Z@(n)Gn(x2)7 (32)
n=0 n=0
kde
ug-n) = Ug-n)<l'1,$3,t), o™ = oM™ (z, 5.1 (3.3)

jsou dvourozmeérné slozky posunuti a potencialu zavislé pouze na soutadnicich x, r3 a Case t.
Horni index v zévorce nevyjadiuje mocninu, ale pouze uréuje rad slozky. Clen

ug-n) (71, 23,1) Gp(x2) (3.4)

urcuje tvar kmitu n-tého fddu. Vzhledem k symetrii vici stiedni roviné desky x;z3 pri-
spivaji slozky posunuti ugn) k roztaznym kmittim desky pro (j + n) liché a k ohybovym
kmittim desky pro (j + n) sudé.

Postup odvozeni aproximacnich rovnic spociva v dosazeni nekonec¢nych rozvoji posu-
nuti a potencidlu (3.2) do objemové &asti rovnice vyjadiujici variaéni princip (3.1). Upra-
vou ziskdme dvourozmérné aproximacni rovnice, které nahrazuji soustavu tfirozmérnych
rovnic (2.1)-(2.4). Pro praktické pouziti je nutné omezit nekoneény rozvoj na ¢leny fadu
n < N, tedy provést aproximaci N-tého radu. Déale je tfeba porovnat feSeni téchto rov-
nic s presnym feSenim tf¥irozmérnych rovnic (2.4), prokdzat ortogonalitu FeSeni a defi-
novat okrajové podminky. Ty ziskdme dosazenim rozvoju (3.2) do plosné ¢asti varia¢ni
rovnice (3.1).

Vysledné dvourozmérné aproximacni rovnice /N-tého fadu spolu s okrajovymi podmin-
kami predstavuji iplnou soustavu popisujici vazané kmity deskového rezonatoru v urcitém
frekvenénim rozsahu. Reseni soustavy je mozné vyjadfit v uzavieném tvaru kone¢ného
poctu analytickych funkei.



3.1 Dvourozmérné teorie vyuzivajici rozvoje do rady trigonometrickych funkci

Lee [4] pouzil pfi odvozeni dvourozmérnych aproximacnich rovnic rozvoje do fady tri-
gonometrickych funkci. Mechanické posunuti u; a elektricky potencidl ¢ rozvinul do neko-
necné rady

w;(x1, 29, x3,1) Zu cos [ (1-— 77)] :
(3.5)
QO(Z'l,xz,l'g, Z ¥ COS |: 1 - 77)] )

kde n = xy/b. V praci [5] je tato dvourozmérnd teorie déle zpiesnéna zahrnutim ¢lenu
ugoj) Zo, ktery predstavuje antisymetrické posunuti odpovidajici ohybové deformaci desky,

které je linearni funkei tloustkové souradnice z5. Rozvoj (3.5) je nyni nahrazen vztahy

nm
wy(@r, w9, 23, 8) = —ul)zs + Zu cos |- (1=n)] .
n= (3.6)
@(xl,l'g,l'g, Z 2 COS |: ]' - 77)]

4 Aproximacni feSeni kmitu piezoelektrickych pasku

Aproximac¢ni rovnice popisujici vazané kmity podélné polarizovanych paskovych rezo-
natorti odvodime z dvourozmérnych aproximacnich rovnic pro piezoelektrickou desku, které
ziskdme pouzitim rozvoju (3.5) nebo (3.6). Pii sestavovani rovnic predpokladame, Ze po-
larizovany element z piezoelektrické keramiky ma symetrii comm a jeho polarni osa je
shodna s osou x3. Vlastnosti piezoelektrické keramiky lze popsat elasto-piezo-dielektrickou
matici odpovidajici tiidé 6mm.

4.1 Podélné kmity podélné polarizované tycinky

Jako mezni pripad rezonatoru ve tvaru pasku nejdiive uvazujme tenkou dlouhou ty-
¢inku polarizovanou ve sméru jeji délky 2¢ (obr. 4.1), jejiz pii¢né rozméry jsou velmi malé
v porovnani s délkou (a,b < ¢). Kmity pfedpokladdejme za ¢isté podélné, zavisejici pouze
na soutadnici x3 [12].

2b »

2a

2c

s

X2
Obr. 4.1: Tenka dlouhé tyc¢inka umisténa v soufadném systému
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Kmity tycinky jsou popsany vlnovou rovnici

1

= pii 4.1
kde k33 je koeficient elektromechanické vazby
d 2
(k33)2 = (E33; ; (42)
533€33

ds3 je piezoelektricky koeficient, si; je elasticky koeficient pii konstatnim elektrickém poli
a €1, je permitivita p¥i konstantnim elastickém napéti. V piipadé elektricky buzenych kmitt
predpokladejme jako Teseni vinové rovnice linearni kombinaci antisymetrickych stojatych
vin

ug(xs, t ZAhsm Eprs) et (4.3)

kde &, je vlnové ¢islo pro h-ty fad kmitu a A, je amplituda. Symetricka feseni ve tvaru
cos(&pr3) neuvazujeme, protoze nevyhovuji okrajovym podminkdm a symetrické podélné
kmity nelze elektricky vybudit. Po dosazeni ziskdme vztah pro rezonanc¢ni frekvenci podél-
nych kmitd tyc¢inky

_ & 1
= o \//)553(1 — (ka3)?) (44

Zavedenim okrajovych podminek na konci tycinky

Ty =0, =gy pro rs = *c (4.5)

obdrzime transcendentni rovnici, ze které mizeme vypocitat odpovidajici vinové ¢islo &,

§h0
(k33)?

tg (&ne) = (4.6)

4.2 Jednorozmérny popis odvozeny rozvojem do rady Sifkové souradnice

Uvazujme paskovy rezonator o Sifce 2a, tloustce 2b a délce 2¢, orientovany v souradném
systému podle obr. 4.2.

Posunuti a elektricky potencial ve sméru tloustky rozvineme do fady funkci podle (3.5).
Nami odvozena aproximace popisuje kmity o frekvenci nizsi nez je mezni frekvence nejniz-
siho prostého tloustkového kmitu ve sméru tloustky pasku. Za tohoto predpokladu prove-
deme aproximaci 0. fadu a nahradime posunuti a potencial ve sméru tloustky rovhomérnym
rozlozenim ugo)
kych funkci

a ¢, Tyto veli¢iny déle rozvineme ve sméru sitky do fady trigonometric-

u( (21,23, Zu (x3,t) cos [%(1—771)] , r=0,1,2,...,
(4.7)
90( $1,$37 ng OT I‘g, COS [ 2 (]- - 771):| )
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2c
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t] [

2a

I
x
w

Obr. 4.2: Paskovy rezonator umistény v soufadném systému

kde n; = z1/a. Veli¢iny UEOT)

posunuti a potencialu, které maji své rozloZeni ve sméru tloustky aproximovano rovnomeér-

, 0O piedstavuji jednorozmérnou aproximaci tifrozmérnych

nym médem 0. fadu, ve sméru Sitky pak trigonometrickou funkei r-tého radu a jsou funkei
pouze soufadnice z3 a ¢asu. Nekonecnou fadu omezime na c¢leny r < 2.

Postupnym odvozenim ziskdme jednorozmérné aproximacni rovnice, popisujici vazané

podélné kmity ugoo)) sitkové rozpinavé kmity u§°” a Sitkové stfizné kmity druhého radu

u(02) které mohou byt vybuzeny potencidlem priloZzenym na elektrody na koncich pasku
3 yt vy yp p y y p

« (00 « (01 ..(00
033U:(a,3?), + Ecmug,:&) =p :(), ) ;

T2 27
(01) ( )- (01) 2109 1

Gesthizs = \5, ) 1t~ ECBU&:&
2 _ 02 2_ (02 .. (01
-+ %(013 + 4055)ugy3) + 3—a€31(,07(3 ) = pug ) s (48)
_ 2 T\ 2 _ }
Cagulag — @(013 + dess)ul’y) — (a) cssuy”) + Exply) = piy?

_ 2 _ _ T 2
633“§?§?), - gemug) - 533¢f§§) + <E> enp®™ =0,

kde ¢y, ¢} ,, €ix @ Ei; jsou modifikované slozky materialovych konstant. Vlastni tvary téchto
kmitt jsou znézornény na obr. 4.3.

X4

JEE

TR (1[1) NP s (01 LA o b A T 02
Obr. 4.3: Podélné ué )| §iikové rozpinavé ug ) a symetrické sitkove stfizné kmity ug )
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V piipadé roztaznych kmit predpokladejme Feseni rovnic (4.8) ve tvaru

00) ZAln sin(&,x3) e/

01) ZA27L cos gnx?)) ]wt
(4.9)

02) Z Asg, sin(&,x3) 7"

(02) [ C44 Z A jwt
2 4n sin €n$3 €
€33 )

Pro zjednoduseni vypoctu je obvyklé vyjadiovat vlnové ¢islo a frekvenci ve tvaru po-
meérnych hodnot

— 2b w
525_7 Q:
e

(4.10)

sl 044 '
2b

Dosazenim feSeni (4.9) do vlnovych rovnic (4.8) a pouzitim vztahi (4.10) ziskdme sou-
stavu linedrnich rovnic

Dln Aln
D2n AQn

=0. 4.11
D3n A3n 0 ( )
D4n A4n

Soustava (4.11) ma netrivialni feSeni pro nenulova A;,, pokud je determinant matice
koeficient® D nulovy. Tuto disperzni zavislost obvykle zapisujeme symbolicky ve tvaru

D (Q SE) =0. (4.12)

ReSenim rovnice (4.12) jsou étyii vlnova éisla &,,, kterd musi dale vyhovovat okrajovym
podminkam na koncich pasku z3 = +c. Pro mechanicky volny pasek s elektrodami, na které
je prilozen elektricky potencial, uvazujme podminky ve tvaru

1 (€33)° 00) T _  (01) ©o
C33lUs 3 c T, J8a 13U €33 -

8
T = 2¢55 < o, 2 > (02)) =0,
2
T;oz) =2 ( 33“59,03?) —3a?:13U§°1) +E3380,(3?2)) =0,

2
D =2 (533U§?§) - 553115%01) - 53390,(??2)> =0,

(4.13)

kde T A(O”) a D§0n) jsou slozky jednorozmeérného elastického napéti a elektrického posunuti.
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Po dosazeni feseni (4.9) do okrajovych podminek (4.13) a tpraveé ziskdme nehomogenni
soustavu linearnich rovnic pro ¢tyfi neznamé aplitudy As;

€33 2b
M, Asy - 0_33 — %0
44
Mon | | As2 | _ 0 . (4.14)
Ms, Asg 0
My, Asy 0

V piipadé rezonance musi byt determinant matice koeficienttt M nulovy a tuto zavislost
opét vyjadiujeme symbolicky jako

M <Q g) ~0. (4.15)

4.3 Jednorozmérny popis odvozeny primérovanim pies tloustkovou souiad-
nici
Nyni uvazujme paskovy rezonator o Siice 2b, tloustce 2a a délce 2¢, orientovany v sou-
fadném systému podle obr. 4.4.

2c
2a /£
N n
\‘ ~
2b n . X3

Obr. 4.4: Paskovy rezonator umistény v soufadném systému

Posunuti a elektricky potencidl ve sméru §ifky rozvineme do fady funkei podle (3.6)
a ziskdme aproximacni rovnice 2. fadu. Veli¢iny ve sméru tloustky pak nahradime jejich
stfednimi hodnotami a prevedeme Teseni ptivodné prostorového problému na problém ro-
vinné napjatosti v roviné xsxs, kde kmity zavisi pouze na souradnici x3 a ve sméru x, jsou
nahrazeny trigonometrickym rozvojem.

Po tpravé ziskdme jednorozmérné aproximacni rovnice, popisujici vazané podélné kmity

©) (U a girkové stiizné kmity druhého fadu v{”, které mohou

vy, §itkové rozpinavé kmity vy
byt vybuzeny potencidlem pfilozenym na elektrody

2 _ 2
2033U§ ?23 + bc23vé?2 Cgsvz(s 323 ‘333 ( ) 2PU§, ) )
2 s
1 - 2 1
64(14)1)5 :§3 + %(033 + 4044)“:&,?2 - <2b> ¢ 2”5 )
2 0 2 2 (1
b0§3végz 3b€§2 @) = Iové ) ) (416)
© 2 .5 1), =2 (2 ™ @ .(2)
0337)3 33 — 3b(023 +4ca) vy 3 + C3303 33 — (g) Ca4V3 " + 333¢ 33 = pPU3 ",

2 _4
0 (1)
— €350 §§3 3b632U2 3 Te€

633U3 33 1/)(2) (‘) € 21/)(
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kde ¢y, &y, CE\N), € €y a & jsou modifikované slozky materialovych konstant. Vlastni
tvary kmith jsou znézorneny na obr. 4.5.

i
—'—-

|
4""” | X1 X3
)y 3D / .
(

Vs Va Vs

Obr. 4.5: Podélné v , Sitkové rozpinavé v( ) a symetrické sitkové strizné kmity véz)

Reseni rovnic (4.16) uvazujme ve tvaru jednotlivych stojatych vin

vé ) = Aysin(Exs) € (4.17)
P® = %Azl sin(Ex3) 7
€33

Dosazenim feSeni (4.17) do vlnovych rovnic (4.16) a pouzitim vztaht (4.10) ziskdme
soustavu linearnich rovnic

Dln Al
D2n AQ

= 4.1
D4n A4

Soustava (4.18) méa netrivialni feSeni pro nenulova A;, pokud je determinant matice
koeficient®t D nulovy. Tuto disperzni zavislost opét vyjadiime symbolicky

D (£2,§) =0. (4.19)

Okrajové podminky pro x3 = +c¢ predpokladame ve tvaru

2 2
0 0 ~ 0 4 (1
Ué = 25%31{%,32 g (Cg:’) Cgs) O+ 30331’5 : c§3v§ 32+
1 - 2 o Yo
+ - c (35 — 023) @/)( ) (633 — &33) P = —28f, )

8
A = il + 3bc44v§2’ ~0,

1 2
2 0 _ 0 1 2
( )= _033""&?2 + - (C C33> vé ) 3b023vé ) + C33“:§3) (4.20)
1 . o 2 1 . wo
(033 033) U:E, ) + 633 ( ) — - <633 - 633) ¢(2) = 5 ;
1 2
2 —3 (0 - 0 2
dé ) = §3v§§ + = - (633 - 6%3) Ué = 3b€§27}£ ) + 6331&%32
1

_ 2) o (2 1, - -5 Yo
- (633 6%3) :g - 533 ,(3) + - (533 - 533) @Z’@) = 533? )

15



kde UE\") a dz(.n) jsou primeérné hodnoty slozek elastického napéti a elektrického posunuti
v tloustce 2a a £}y jsou modifikované slozky permitivity.
Uplné feseni vazanych kmitt je ddno linedrni kombinaci étyfech diléich stojatfch vin

0
Ué) E a1n By, sin(&p13) €24F

Ugl) - Z Qon By, cos(&p3) €7t
=t (4.21)

(2) ZO[gn sin(&,x )ew,

Caq . ot
@ = W E Qg By sin(€,x3) €7
S5 R— ! ( 3)

kde «;, jsou pomérné amplitudy.
Dosadime-li celkové feseni (4.21) do okrajovych podminek (4.20), ziskdme soustavu
nehomogennich linearnich rovnic pro ¢tyfi neznamé aplitudy B;

BT
Cqq T C
M\ (B Y
M2n BQ
= 55 . 4.22

Ms, | | Bs G 2b, (4.22)
M4n B4 Cqq T C

E32b

Cqq T C

V pripadé rezonance je determinant matice koeficientd M nulovy

M (Q g) ~0. (4.23)

5 Frekvencni spektrum vazanych kmith

Teoreticky popis vazanych kmiti odvozeny v predchozi kapitole je pouzit pro vypocet
frekvencnich spekter rezonatorit z piezoelektrické PZT keramiky APC 841 a APC 856
vyrobce APC International, Ltd. Vychozi materidlové konstanty byly pfevzaty z praci [13],
[14].

Pozadovanym vysledkem feseni vazanych kmita je obvykle zavislost rezonanéni frek-
vence rezonatoru na velikosti jeho rozmért. Graficky je tato zavislost vyjadfena ve formeé
frekvencnich krivek, které zobrazuji zavislost pomérné rezonanc¢ni frekvence {2 na pomeéru
vybranych rozmeéri rezonatoru.

Frekvenc¢ni spektrum vazanych kmitt podélné polarizovanych piezoelektrickych rezona-
tort ziskdme souc¢asnym FeSenim aproximaénich rovnic (4.12) a (4.15), ziskanych rozvinutim
veli¢in ve sméru 8itky do fady trigonometrickych funkci, nebo rovnic (4.19) a (4.23), odvo-
zenych metodou priumérovani veli¢in pres tloustkovou soufadnici pasku. Abychom odlisili
vysledky urcené jednotlivymi zptisoby vypoctu, ozna¢ime hodnoty frekvenci vypoctenych
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z rovnic (4.12) a (4.15) indexem A, hodnoty ziskané fesenim rovnic (4.19) a (4.23) pak in-
dexem B. Pomérné frekvence popsané vztahem (4.10) je pro jednotlivé metody definovana
odligné, v prvnim pfipadé oznacuje proménnd 2b tloustku, ve druhém pripadé §itku péasku.

Vypoctené frekvencni kiivky, ziskané obéma zptisoby vypoctu, jsou vyneseny na obr. 5.1
a 5.2. Krouzky v grafech vyznacuji pomérné hodnoty naméfenych frekvenci [15]. Na obréaz-
cich je zobrazeno sedm frekvencnich kiivek, odpovidajicich sedmi nejnizsim médim uva-
zovaného podélné polarizovaného paskového rezonatoru. Prvni a tfeti pomérné rezonancni
frekvence tenké tycinky, vypoctené pomoci (4.4), jsou vyneseny na svislé ose a oznaceny
symboly E-1, E-3. Jak je zfejmé, blizi se vypoctené frekvenc¢ni kiivky pro malé poméry
sitky k tloustce, resp. siftky k délce hodnotdm uréenym pomoci jednoduché aproximace
rezonatoru tenkou tycinkou.

0,8

6a  sitka 7

b ~ tloustka

Obr. 5.1: Porovnani vypoctenych a naméfenych hodnot rezonancnich frekvenci vazanych
kmitd paskovych rezondtori z APC 841 s pomérem délky a tloustky 14/1

Jednorozmérné vlastni tvary kmitu, urcené rozlozenim pomérnych amplitud dil¢ich
moédi podél délky rezonatoru, lze vypocitat ze vztahi (4.9), resp. (4.21). Modalni tvary
rezonatoru jsou ve frekvencnim spektru silné ovliviieny vzajemnou vazbou jednotlivych
kmitt, existuje vsak né€kolik oblasti, kde je tvar kmitu urcen jednim dominantnim moédem.
V analyzované frekven¢nim intervalu se objevuji médy prevazné podélné E-n, hranové
(edge) Eg-n a zékladni sitkové rozpinavé WSt. Useky frekvenénich kiivek s témito domi-
nantnimi kmity jsou pfiblizné vyznaceny Sipkami na obr. 5.3, kde ¢islo n u pismenného
oznaceni modu oznacuje jeho Tad.
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0,20 0,30 0,40 b Sitka 0,50

c délka

Obr. 5.2: Porovnani vypoctenych a naméfenych hodnot rezonancnich frekvenci vazanych
kmit paskovych rezonatort z APC 841

0,8 -
Qp
0,6 -
E-3
Eg-3 — K
04- < WSt
E-3
/ ~
Eg-1 WSt
0.2 Eg-1
E-1 E-1
0 T T T T 1
2 3 4 5 6

a _ Sirka
b tloustka

Obr. 5.3: Oblasti s pfevazné podélnymi (E-n), hranovymi (Eg-n) a zékladnimi $itkové
rozpinavymi (WSt) médy kmitt
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6 Zavér

Analytické feseni kmit rezonatori z piezoelektrické keramiky pfredstavuje pomérné
obtiznou problematiku. Struktura keramického materialu je nehomogenni a jeho vlastnosti
jsou zavislé zejména na teploté, case, technologii vyroby nebo podminkéch polarizace. Tato
skutecnost se projevuje rozptylem materidlovych vlastnosti riznych vzorkt téhoz materialu
a silné nelinearnimi vlastnostmi. V pripadé podélné polarizovanych paskovych rezonatort
buzenych elektrickym polem ve sméru délky je nelinedrni chovani jesté vyraznéjsi.

Popis kmiti piezokeramickych rezonatori respektujici nelinearni vlastnosti je slozity
a vypocetné narocny a vyzaduje znalost nelinearnich konstant vyssich fadi, které v mnoha
pripadech neni mozné stanovit. Obvykle se tedy pristupuje k popisu pomoci linearnich
teorii, pouzivanych tspésné pro analyzu kmiti rezonatorii z monokrystalickych materiali.
Tento postup je vyhovujici pro pfipad velmi nizké (linedrni) trovné buzeni, ale vypocet
je stale zatizen chybou vyplyvajici z rozptylu materidlovych parametri. Z tohoto divodu
se lisi vypoctena a skutecna velikost rezonancni frekvence a jejich pomérna odchylka byva
obvykle v jednotkach procent. Tato hodnota ovSsem spadéa do bézné tolerance rezonanc¢nich
frekvenci piezokeramickych rezonatori, ktera je dosahovana pti vyrobé. Popis linearnimi
vztahy je tedy v fadé pripadi postacujici.

V préaci je také pristoupeno k analyze kmitt piezokeramickych paskovych rezonatori
za pomoci linearnich vztaht. Z piezoelektrickych stavovych rovnic vyplyva, Ze roztazné
kmity paskovych rezonatori nejsou vazany s ohybovymi médy a vlivem pri¢né izotropie
latky ani s torznimi kmity. Na jednoduché aproximaci rezonatoru kmitajiciho ¢isté podél-
nymi mddy je pak ukazano, ze pro keramicky material s velkjm koeficientem elektrome-
chanické vazby je vliv okrajovych podminek na vypoctené hodnoty velmi vyrazny.

Pfinosem disertacni prace jsou dva ucelené systémy jednorozmérnych aproximacnich
rovnic, popisujici vazané podélné, sitkoveé rozpinavé a symetrické Sitkové stfizné kmity
podélné polarizovanych paskovych rezonatort s pravouhlym priifezem z piezoelektrické
keramiky, buzené harmonickym elektrickym polem ptisobicim ve sméru délky. Vztahy
byly odvozeny dvéma riznymi postupy z vychozi Leeho aproximacni dvourozmérné teorie
kmitt piezoelektrickych desek. Vysledny popis predstavuje nahrazeni rezonatoru modelem
se tfemi stupni volnosti, ktery charakterizuje jeho chovani az do frekvenci presahujicich
mezni frekvenci symetrického $itkové stfizného médu.

Prvni soustava, ziskané z dvourozmérnych rovnic rozvojem veli¢in do fady funkci sitkové
soutadnice, vychazi z feSeni uvedeného Zelenkou. Pivodni formulace pohybovych rovnic je
novym odvozenim opravena na spravny tvar a doplnéna o odpovidajici okrajové podminky.
Zptisob odvozeni byl ptivodné pouzit pro feseni kmitl kifemennych rezonatorii a obsahuje
tak nékteré zjednodusujici postupy.

Nové byla formulovana druhé soustava rovnic, kterou jsme odvodili vyuzitim metody
prumdérovani veliéin pres tloustkovou soufadnici. Oproti predchozi soustavé respektuje
ve vétsi mife vazby mezi jednotlivymi mdédy kmiti a mtzeme predpokladat, ze predstavuje
presnéjsi popis uvazovanych linedrnich kmitt rezonatoru.

Vysledky ziskané fesenim obou systému rovnic byly navzajem porovnany pro rtizné pri-
pady piezoelektrické keramiky a jejich odchylky jsou uvnitt tolerance rezonancni frekvence
realnych rezonatord. Z tohoto hlediska lze tyto soustavy povazovat za ekvivalentni.

Oba systémy shodné popisuji teoretické vlastni tvary kmitt paskovych rezonatoru.
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V analyzované frekvencni oblasti byly identifikovany mddy prevazné podélné, hranové
(edge) a zdkladni sitkové rozpinavé. Stejné tvary kmitt a jejich rozloZeni ve frekvenénim
spektru byly dfive publikovany také pro piipad kmitd pfi¢né polarizovanych paskovych
keramickych rezonatort.

Teoretické hodnoty byly porovnany s namérenymi rezonan¢nimi frekvencemi paskovych
rezonatorl z tvrdé a mékké PZT keramiky. Jejich odchylka je také v fadu jednotek procenta
a spliiuje vySe uvedené predpoklady. Pro velmi malé hodnoty tloustky a $ifky v poméru
k délce rezonatoru a také pro zakladni méd v Sirokém rozsahu pomeéri sirky a délky miizeme
popis kmit nahradit jednoduchym modelem ¢isté podélné kmitajici tycinky.

Vysledné jednorozmérné aproximacni rovnice lze pouzit pro analyzu kmitt rezonatori
vyrobenych z libovolného piezoelektrického materidlu, jehoz materidlové vlastnosti maji
symetrii odpovidajici tfidé 6mm hexagonalni soustavy, pokud jsou znadmy potifebné ma-
teridlové konstanty. U fady komercné vyrabénych druhii piezoelektrické keramiky bohuzel
nejsou dostupné vsechny materidlové konstanty nutné pro vypocet. Pii interpretaci vy-
sledkd je pak tfeba prihlédnout ke vlivu nelinearnich vlastnosti, které jsou uvedeny v této
praci.
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Annotation

Frequency Spectrum of Piezoceramic Resonators Polarized in Longitudinal
Direction

Ing. Martin Pustka

In the piezoelectric resonator design, it is necessary to study the frequency spectrum
of vibrations of the piezoelectric element in detail, particularly the influence of dimensions
on the resonant frequencies. The analytical description of coupled vibrations, based on
Mindlin’s or Lee’s two-dimensional piezoelectric plate theories, is usually used for the ana-
lysis.

This Ph.D. Thesis deals with the solution of coupled vibrations of resonators with
a shape of thin narrow plates with rectangular cross section, manufactured from piezoelect-
ric ceramics and polarized in longitudinal direction. Two systems of one-dimensional ap-
proximative equations for coupled length-extensional, width-stretch and symmetric width-
-shear vibrations are deduced from Lee’s two-dimensional equations using the method of
expanding in series of the width coordinate and method of averaging through the thickness.
These systems are completed by the boundary conditions respecting the case of electrically
forced vibrations of the plate.

The equations are used to calculate the frequency spectrum of vibrations for piezoelect-
ric resonators of hard and soft PZT ceramics and for the determination of mode shapes.
The theoretical results are compared with experimental data and the relative deviation is
of the order of several per cent. The calculation accuracy corresponds to the usual tolerance
of resonant frequency of piezoceramic resonators.

The resulted equations can be used for any piezoelectric material with the symmetry
class 6mm. The derivation of one-dimensional approximate equations assumes the linear
behavior of the piezoelectric resonator. Using the equations it is necessary to take into
account the nonlinear properties of piezoelectric ceramics and the high scattering range
of its material constants.

Keywords: piezoelectric resonator, frequency spectrum, piezoelectric plate,
PZT ceramics
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