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Anotace

Predkladana dizertacni prace se zabyva modelovanim rezonancnich charakteristik piezoelek-
trickych rezonatoru. Je uveden fyzikalni popis piezolektrickych materialu za pouziti linearnich
piezoelektrickych stavovych rovnic a dale je definovana uloha kmitani piezoelektrickych re-
zonatoru. Nasleduje slabd formulace tlohy a jeji diskretizace metodou koneénych prvku, ktera
vede na zobecnénou tlohu vlastnich ¢isel s fidkymi a strukturovanymi maticemi. Pro jeji feseni
je pouzit implicitné restartovany Arnoldiho algoritmus (IRA). Vyfesenim algebraické tlohy lze
nalézt rezonancni frekvence piezoelektrického rezonatoru. Pomoci koeficientu elektromechanické
vazby jednotlivych médu kmitani jsou posléze vybrany dominantni médy.

Implementace modelu zahrnuje vytvoreni geometrie rezonatoru, sestaveni tlohy vlastnich cisel,
jeji feseni a nasledné identifikaci jednotlivych modu a jejich roztiidéni dle vyznamnosti. K tvorbé
geometrie a sité je pouzit volné dostupny software GMSH, pro feseni algebraické tlohy je
pouzita implementace metody IRA z volné dostupné knihovny ARPACK. Ostatni soucésti
programové implementace jsou praci autora.

Program byl testovan na podélném a torznim kmiténi piezoelektrické tyéinky (s velmi dobrou
shodou s analytickym feSenim) a posléze na redlné tiloze tloustkové stiiznych kmita planpara-
lelniho kfemenného rezonatoru. Zde byly nalezeny spravné dominantni médy kmitu, pficemz
odchylka od naméfenych rezonancnich frekvenci ¢ini asi 15%. Relativni odstup jednotlvych
rezonanc¢nich frekvenci zustal dobte zachovan.

Motivaci prace bylo navrzeni a implementace kompaktniho softwarového modulu, ktery by
mohl slouzit pii procesu navrhu a vyroby piezoelektrickych prvki s pozadovanymi rezonancnimi
vlastnostmi. Uvedenou odchylku od namérenych rezonanén¢h frekvenci 1ze odstranit kalibraci
modelu na danou ulohu a, pti uvazeni kvalitativni spravnosti vysledki modelu, Ize tento v dané
oblasti prakticky vyuzivat.



Abstract

The aim of the thesis is the modelling of resonant characteristics of piezoelectric resonators.
It contains the physical description of piezoelectric materials, using the linear piezoelectric
constitutive equations, and then the problem of oscillation of the piezoelectric resonators is
defined. It is followed by the weak formulation of the problem and its discretization by the fi-
nite element method, which leads to the generalized eigenvalue problem with sparse structured
matrices. For their solving, the implicitly restarted Arnoldi algorithm (IRA) is used. The reso-
nant frequencies are subsequently found by solving this eigenvalue problem and the dominant
oscillation modes are then selected according their electromechanical coupling coefficients.
The computer implementation of the model consists of building of the resonator’s geometry,
of compilation of the eigenvalue problem and its solving, and then of the identification of the
particular oscillation modes and their sorting according to their significance. For the creation
of the geometry and the mesh, the freely available software GMSH is used. For solving the
algebraic problem, the implementation of IRA from the ARPACK library is used. The remaining
parts of the computer implementation were made by the author.

The model was tested on the longitudinal and torsional oscillation of the piezoelectric beam
(with very good agreement with the analytical solution) and then used od the practical problem
of the thickness shear vibration of the in-plane parallel quartz resonator. In this problem, the
right dominant oscillation modes were found. The relative errors from the measurement were
about 15%. The relative distances between the particular dominant modes were well preserved.
The motivation of the work was the design and implementation of the compact software module,
which would be suitable in the design process and the production of the piezoelectric devices
with demanded resonant properties. The above mentioned deviation from the measurement
can be eliminated by the calibration of the model to the given task and, with respect to the
qualitative rightness of the results, the model can practically used.
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Uvod

Piezoelektrické materialy a jejich vyuziti

Pocatky zajmu o piezoelektrické materialy sahaji az ke konci 19. stoleti, kdy bratii Curieové
objevili piimy piezoelektricky jev — stlaceni krystalu vyvolalo elektricky naboj na jeho povrchu.
Pozdéji objevili také zpétny piezoelektricky jev — deformaci krystalu zpusobenou elektrickym
polem. Postupné bylo objeveno mnoho materiali vykazujicich piezoelektrické vlastnosti, jako
napi. krystalicky kiemen, PZT keramiky, polymerni slouceniny apod.

Ve 20. letech minulého stoleti se zacaly piezoelektrické materialy hojné vyuzivat v prumyslové
vyrobé. Dnes se pouzivaji napf. v méfici technice, jako senzory velic¢in, jako generatory vin
apod. Podstatnou roli v téchto aplikacich hraji piezoelektrické rezonatory.

Piezoelectrické rezonatory Piezoelectricky rezonator je tenka tycinka ¢i desticka vyrobena
z piezoelektrického materidlu, na svém povrchu opatiend dvéma ¢i vice elektrodami (napi. [27]).
V dusledku harmonického buzeni elektrickym polem rezonator kmita. Parametrem, popisujicim
chovani rezonatoru, jsou jeho rezonanc¢ni frekvence.

Ne kazdy méd kmitani 1ze vybudit stejné snadno, mnohé jsou tlumeny diky materidlovym a
tvarovym vlastnostem rezonatoru. Je dulezité nalézt takové mody kmitu, které lze vybudit
snadnéji nez ostatni. Pracovni oblast rezonatoru se pak pohybuje v okoli dominantni frekvence.
Piezoelectrické rezonatory se pouzivaji napi. jako stabilizatory frekvenci elektrickych obvodu,
frekvencni filtry, senzory nelektrickych velicin apod.

Motivace dizertacni prace

Rezonanéni frekvence piezoelektrickych rezondtoru se v praxi (ve vyrobé) obvykle zjistuji ana-
lytickymi ¢i experimentalnimi metodami. Analytické metody jsou ovSem plné pouzitelné jen pro
jednoduché tvary rezondtoru a zdkladni moédy kmiti. Nevyhodou experimentédlniho testovani
jsou jeho naklady.

Role matematického modelovani Matematické modely, v zavislosti na jejich komplex-
nosti, mohou preklenout nevyhody jinych metod. Matematické modelovani piezoelektrickych
materidll se zacalo v hojné mire vyuzivat v poslednich 10 az 15 letech, ackoli prvni formulace
metody koneénych prvka (MKP) pro tuto oblast byla publikovdna jiz v roce 1970 Allikem a
Hughesem [1].

Zminime nékolik publikaci, popisujicich rizné oblasti modelovani piezoelektrickych materialu.
Roku 1990 byla publikovédna obecnd formulace pro 2D a 3D metodu kone¢nych prvku [10]. Pu-
blikace [24], [8], [17] (v letech 1991-1996) prezentovaly numerické vysledky pro aktivni kontrolu
vibraci s vyuzitim piezoelektrickych materidli. Pokusy s vyuzitim koneénych prvku vyssich
fadu jsou uvedeny napt. v [13] nebo [6]. V soucasné dobé se také zac¢inaji vyuzivat skofepinové



prvky vyuzivajici Mindlinovy teorie (napt. [25]). Podrobnd reserse literatury je uvedena napf.
v [15].

Uvedené publikace se vét§inou bud nevénuji popisu numerického feseni tilohy, nebo vyuzivaji
néktery z komercéné dostupnych programovych baliku (napt. ANSYS ¢ ABAQUS, které maji
implementovény zékladni piezoelektrické moduly).

Cil dizertacni prace V praci je popsan MKP model piezoelektrického rezondtoru. Vychazi
se z fyzikalntho popisu piezoelektrického kontinua. Slaba formulace a naslednéd diskretizace
problému vede na rozmérny linedrni systém s fidkymi strukturovanymi maticemi, pomoci
kterych je definovan zobecnény problém vlastnich ¢isel. Jeho fesenim lze pak nalézt rezonanc¢ni
frekvence.

Duraz je kladen na vyse uvedeny zobecnény problém vlastnich ¢isel. V zavislosti na parametru
diskretizace se muze jednat o velmi rozmérnou tlohu, proto je nutné zajistit jeji efektivni
feSeni. Je tfeba zminit, ze obvykle neni tfeba znat celé spektrum daného problému (vSechny
rezonancni frekvence), ale zajimaji nas hlavné frekvence dominantni. Pro feSeni ¢astecného
problému vlastnich ¢isel pak lze s ispéchem pouzit nékterou z algebraickych metod zalozenou
na krylovovskych podprostorech.

Cilem prace je, na zdkladé diskretizovaného modelu piezoelektrického rezonatoru, navrhnout,
implementovat a otestovat efektivni numericky algoritmus a vytvofit uceleny programovy pro-
stfedek pro vypocet dominantnich rezonancnich frekvenci a vysledky porovnat s mérenimi.
Takto sestaveny programovy modul je pouzitelny pro rezonatory ruznych tvaru a jeho vysledky
mohou byt pouzity pfi navrhu a konstrukci rezonatoru s pozadovanymi vlastnostmi.

Struktura dizertacni prace

Prvni kapitola obsahuje fyzikani popis piezoelektrickych materiali, kombinujici pohybové rov-
nice pro kmitani s linearnimi piezoelektrickymi stavovymi rovnicemi. Déle jsou zde uvedeny
vSechny nezbytné veli¢iny a pojmy.

Druha kapitola popisuje matematickou formulaci daného problému, dale slabou formulaci problé-
mu a jeji diskretizaci pomoci MKP, vedouci na feSeni zobecnéného problému vlastnich ¢isel.
Ve treti kapitole je obsazen popis ruznych tloh v modelovani piezoelektrickych materiala
s durazem na ulohu volného kmitani a nalezeni dominantnich médua kmitani.

Ctvrté kapitola se vénuje popisu Krylovovskych metod a jejich pouziti pro Feseni rozmérnych
problému vlastnich ¢isel, jmenovité popisu implicitné restartovaného Arnoldiho algoritmu.
Softwarové implementaci modelu je vénovana pata kapitola, obsahujici stru¢ny popis progra-
movacich praci a jednotlivych softwarovych modulu.

Sest4 kapitola obsahuje vysledky numerického testovani modelu na analyticky fesitelnych tlo-
hach kmitani piezoelektrické tycinky. Vysledky vykazuji dobrou shodu s analytickym fesenim.
Sedm4 kapitola se vénuje aplikaci modelu na redlné 1loze tloustkové stfiznych kmit planpara-
lelntho rezondtoru. Numerické vysledky vykazuji kvalitativni shodu s mefenimi (byly identifi-
kovéany spravné médy jako dominantni), absolutni odchylka od mefeni ¢ini okolo 15%. Relativni
vzdalenosti mezi jednotlivymi dominantnimi frekvencemi byly dobie zachovany.



Fyzikalni popis ulohy

V této kapitole jsou popsany zdkladni fyzikalni vlastnosti piezoelektrickych materidla a for-
mulovan problém kmitani piezoelektrického rezonatoru. Podrobnéjsi popis piezoelektrickych
materidlu lze nalézt napt. v [27].

Fyzikalni popis piezoelektrickych materiali

Piezoelektrické stavové rovnice Piezoelektricky krystal predstavuje strukturu, kde na sobé
vzajemné zaviseji deformace a elektrické pole. V linearni teorii je tento vztah popsan dvojici
stavovych rovnic [22]: zobecnénym Hookovym zikonem

Ty = cijir S — dgij Ex, 1,7=1,2,3
a rovnici ptimého piezoelektrického jevu
Dk = dk’ij Sij + 8kj Ej k} = 1,2,3.

Hookuv zdkon vyjadiuje vztah mezi symetrickymi tenzory napéti T, deformace S a vektorem
intenzity elektrického pole E. Rovnice pifimého piezoelektrického jevu vyjadiuje vztah mezi vek-
torem elektrického posunuti D, deformaci a elektrickym polem. Plati znamé vztahy

10w 0 op
SU N 5 L?x] + 8I1:| ’ El n (9@-7

i?j = 172737

kde 01 = (g, ig, u3)T je vektor posunuti a ¢ je elektricky potenciall. Koeficienty Cijil, Arij & €5
reprezentuji symetrické materialové tenzory, popsané v dalsim odstavci.

Materialové vlastnosti Vlastnosti piezoelektrického rezonatoru izce zaviseji na materialu,
z néhoz je rezonator vyroben, a jsou charakterizovany pomoci vysSe uvedenych materidlovych
tenzoru. Stavové rovnice jsou linedrnimi aproximacemi termodynamickych stavovych rovnic
a materialové tenzory v nich hraji roli materialovych konstant. Z podminek termodynamické
stability pak plyne, Ze tenzory c;j a £;; museji byt symetrické a pozitivné definitni [18].
Tenzor elastickych modult c¢;ji; je symetricky ve vSech svych indexech a mé obecné jen 21
nezavislych slozek. Tenzor piezoelektrickych koeficientt d;;;, je symetricky ve druhych dvou inde-
xech a mé obecné 18 nezavislych slozek. Tenzor permitivity €;; je symetricky a ma 6 nezdvislych
slozek. Vsechny tenzory lze diky jejich symetrii jednoznaéné zapsat pomoci zkracené indexace
jako matice [27].

Symetrie a pozitivni definitnost materidlovych tenzorti maji piimy vliv na vlastnosti matic
vzeslych z pozdéjsi diskretizace tlohy.

Vlnovka znaéi zavislost na ¢ase. Pro harmonické kmity pak budou oznaceni bez vlnovky vyjadiovat ampli-
tudy kmitu.



Kmitani piezoelektrického kontinua

Kmitani a rezonance elastickych materiali Kmitani piezoelektrického systému je zo-
becnénim kmitani ¢isté elastickych materialu, proto zde lze uzit stejné terminologie a principu.
Struéné shriime obecné postupy pii vypoctu kmitani elastického systému (podrobnéji popsano
napf. v [4]). Je-li systém (téleso, mnozina hmotnych bodi apod.) vychylen vnéjsim zdsahem
z rovnovazného stavu a poté je ponechan bez dalsiho zatizeni, zac¢ne kmitat volnymi kmity.
Volné kmitani je kombinaci vSech vlastnich kmiti daného systému s piislusnymi vlastnimi
frekvencemi.

Uvazujme systém se soustiedénymi parametry s n stupni volnosti. Volné netlumené kmitani je
popsano pohybovou rovnici

Mi+Ku=0,

kde u? = [uy,...,u,] je vektor posunuti, M je hmotnostni matice a K je elastickd matice.
Uvazujeme-li feSeni pohybové rovnice ve tvaru u(t) = ve’, feseni pohybové rovnice je ekviva-
lentni feSeni zobecnéného problému vlastnich ¢isel

(K—=MM) v=0, \=uw’

Resenim tlohy je mnozina n vlastnich éfsel a n vlastnich vektori obsahujicich rozlozeni amplitud
kmit.

Kmita-li systém v dusledku (obvykle harmonického) vnéjsiho buzeni f(¢), hovoiime o vyuceném
kmitani. To je popsano pohybovou rovnici

M i+ K u = f(£).

Je-li frekvence buzeni rovna nékteré z vlastnich frekvenci systému, dochézi k rezonanci a
prislusny mod kmiténi je velmi silné vybuzen.

Kmitani elastickych materiali se fesf bud analytickymi metodami nebo diskretizaci tilohy (napf.
na vyse uvedeny systém se soustfedénymi parametry). Metoda kone¢nych prvku (MKP) je dnes
nejpouzivanéjsi diskretizacni metodou.

Kmitani piezoelektrického kontinua Uvazujme piezoelektricky rezonator s hustotou p,
popsany materidlovymi tenzory. OznaCme objem rezondatoru jako ) a jeho povrch jako T
Chovéni rezonétoru je v ur¢itém c¢asovém intervalu [0, T| popséno dvéma diferencidlnimi rov-
nicemi: Newtonovou pohybovou rovnici

0%, 9Ty
8t2 N 8xj

0 =123,

a kvazistatickou aproximaci Maxwellovy rovnice [12]

_ 9Dy

_a_xj_

V- D 0.

Po dosazeni ze stavovych rovnic dostavame diferencidlni rovnice pro posunuti a elektricky po-

tencial 92; 5 L Toa . .
Us Uk Uuj 2 .
A I LR A R )
9 ~ oa, (CJ“ 2 {axl*axk]* kij 8xk) '

0 1 [oa;, Ouy o
0= Oz (dk” 2 [&Uj * 8@} Eki 8xj) '
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se sadou pocatecnich a okrajovych podminek:

&Z(,O) = Uy, $EQ,

u; = 0, 1=1,2,3, zel,,
Tin; = fi, 1=1,2,3, xzely,
¢(,0) = o

¢ = yp, z€ly,,
Dyny = q, xely,

kde
r,ury=r,r,nly=0, r,ur,=7o, r,Nnr,=0.

e~/

Prava strana f; znac¢i mechanické buzeni vnéjsi silou, ¢ znaci elektrické buzeni pomoci piilozené-
ho naboje (v ptipadé volnych kmiti jsou pravé strany nulové). Témito rovnicemi je definovana
uloha kmitani piezoelektrického kontinua za danych okrajovych podminek. Uloha bude déle
numericky fesena pomoci diskretizace MKP.

Staticka deformace piezoelectrického continua Kromé tlohy kmitani lze v oblasti pie-
zoelektrickych materiala resit také statickou tlohu zatizeni piezoelektrického prvku konstantni
silou ¢i elektrickym polem. Prvy pfipad nachézi uplatnéni v oblasti aktudtort, druhy v oblasti

senzoru. Statickd tloha je specidlnim piipadem tlohy obecné (je zde 88251' =0).
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Slaba formulace a diskretizace ulohy

V této kapitole je opsano odvozeni slabé formulace a nasledna diskretizace pomoci MKP, vedouci
na systém obycejnych diferencialnich rovnic a nasledné na zobecnény problém vlastnich cisel.
Podrobnéjsi vyklad této oblasti pfinasi napi. [16], v praci je uveden struény prehled.

Slaba formulace

Diskretizace tlohy je zalozena na tzv. slabé formulaci. Idea slabé formulace je prevést vztahy
popsané diferencidlnimi rovnicemi na vztahy integralni a pozadovat jejich splnéni v urcitém
funkciondlnim smyslu, ¢imz omezime pozadavky na hladkost hledaného feseni (zaroven toto
feseni m4 stéle fyzikalni smysl).

Prostory funkci Ve slabé formulaci pouzivame Sobolevovy prostory W2(1)(Q) funkci, jejichz
zobecnéna derivace je ve druhé mocniné integrabilni na oblasti €2, a déale prostor testovacich
funkei V(£2) tvofeny funkcemi z W;l)(ﬂ). které maji nulovou stopu na hranici I'.

Integralni rovnosti Slabou formulaci pro prostorovou proménnou odvodime standardnim
zpusobem [16], zndsobenim diferencidlnich rovnosti testovacimi funkcemi w = (wy, wq, ws) €
(V(Q)3, ¢ € V(Q), zintegrovanim pies oblast 2, aplikaci Greenovy formule a dosazenim okra-
jovych podminek dostavame integralni rovnosti

0%, 05
(Q atQ 7wi)ﬂ + (Cijkl Skl7 Rz_])Q + (dklj a—xk’ RZ])Q — <fl7 wi>Ff,

9¢ 9p 09\ _
(djlk’ S’Lk‘7 ax])g (5]1 (‘33:1-’ 83:])9 - <Qa ¢>Fq.
1 | Ow;

kde Ri; = 3 [%j 88—12} . Po slabém teSeni pak pozadujeme splnéni téchto rovnosti pro vsechny

volby testovacich funkci.

Diskretizace ulohy

MKP konstruuje konecnédimenziondlni aproximaci slabého feseni. Pouzivame standardni La-
grangeovské ¢tyTstény, aproximujici oblast €2, s linedrnimi bazickymi funkcemi. Dosazenim apro-
ximaci posunuti a elektrického potencialu do integralnich rovnosti dostavame po upravée systém
obycejnych diferencidlnich rovnic, ktery lze zapsat v blokovém tvaru:

MU + KU + PT® = F, (1)
PU - E® = Q. (2)

K je elastickd matice, M je hmotnostni matice, P je piezoelektrickd matice a E je elektricka
matice. Vektory U a ® obsahuji hodnoty posunuti a potencidlu v uzlech diskretizace. Prava
strana obsahuje silové a elektrické buzeni kmitu.

11



Po zavedeni Dirichletovych okrajovych podminek pro posunuti (upevnéni rezondtoru) a elek-
tricky potencidl (umisténi elektrod, uzemnéni) dostdvame redukovanou soustavu stejného tvaru,
kde jsou bloky K, M a E symetrické a pozitivné definitni [11] (celd matice systému je symetrickd,
obecné indefinitni). Vsechny bloky matice jsou Fidké.
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Oblasti zajmu

V této kapitole jsou popsany typy uloh, se kterymi se Ize setkat v oblasti modelovani piezoelek-
ulohy (tlumené kmiténi, staticky problém, aktivni tlumeni vibraci) zde slouzi spise jako doku-
mentace moznych oblasti, které je mozno za soucasného stavu fesit, a nebudu je v autoreferatu
podrobnéji uvadeét.

Volné kmitani

kdy muze systém pod vnéjsim buzenim dosdhnout rezonance (a na jaké frekvenci ma byt vnéjsi
buzeni).

V literatute se rozliSuji dva typy volného kmitani piezoelektrickych rezonatortu. Prvni z nich
je kmitani se zkratovanymi elektrodami, kdy pro tenké vrstvy muzeme piedpokladat & = 0 v
celém objemu rezonatoru a problém se redukuje na standardni tlohu znamou z kmitani ¢isté
elastickych materiald, MU 4+ KU = 0, se stejnym postupem Feseni.

Druhy typ, obecnéjsi a 1épe vystihujici skutecny stav, je volné kmitani s otevienymi elektrodami,
kdy fesime kompletni problém vzesly z diskretizace tilohy,

(5 %) ()-()

kde w je uhlova frekvence volného kmitani.

Rozsitenou metodou pii feseni této ulohy je tzv. statickd kondenzace, coz je dosazeni za elek-
tricky potencial z druhé rovnice do prvni, kdy dostavame 1lohu podobnou standardni 1loze
kmitan{ elastickych materidli, oviem s pozménénou elastickou matici, (K—PTE"!P)U = w*MU.
P#i tomto postupu ztracime fidkou strukturu puvodni matice, navic je nutné invertovat sub-
matici E.

Proto bylo cilem pouzit metodu, ktera by za ucelem efektivniho vypoctu zachovala puvodni
strukturu matic a nevyzadovala jeji upravy. Ukolem je tedy Tesit zobecnény problém vlastnich
Cisel

AX = \BX

K PT M 0 U )
A_<P _E),IB%_(O 0),x_(®),x_w.

Vybér dominantnich médu

pro

V praxi je snaha vyrabét rezonatory, u nichz vybrany moéd kmitdani bude mnohem snadnéji
vybuditelny nez ostatni (tzv. dominantni méd), resp. u kterych budou dostatecné odstupy mezi
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jednotlivymi dominantnimi médy. Miru vybuditelnosti jednotlivych méda kmitha lze vyjadrit
napfiiklad pomoci jejich koeficientu elektromechanické vazby k, ktery je definovan jako

E2

k= :
EstEd

kde
1 1 1
En =5 (U'P®), Ey = 5 (UTKU), E;= 5 ("ED)

jsou vzajemna, elastick a dielektrickd energie. Cim vyssi je hodnota koeficientu k, tim snadnéji

lze dany méd vybudit. Celkem snadno pak lze spo¢tené médy kmitu (feSenim zobecnéného
problému vlastnich ¢isel) roztiidit podle jejich vyznamnosti.
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Numerické metody reseni algebraické
ulohy

V této kapitole je popsana motivace pouziti algebraickych metod zalozenych na Krylovovskych
podprostorech a popsan implicitné restartovany Arnoldiho algoritmus (IRA), ktery je vyuzit
pro feSeni uvedeného zobecnéného problému vlastnich ¢isel.

Krylovovské metody

Jsou dva mozné pristupy k feSeni problému vlastnich ¢isel Ax = Ax. V prvnim piipadé muzeme
fesit kompletni problém vlastnich ¢isel (poéitat celé spektrum), coz obnasi transformaci ori-
gindlnitho problému na jednodussi tvar, z néhoz lze pak spektrum snadno ziskat (napi. QR
algoritmus, jehoz vysledkem je Schuruv rozklad matic). Tento postup je ovSem v praxi ne-
pouzitelny pro velké problémy, predevsim kvili pamétovym narokim.

Pokud nejsme nuceni zjistovat vSechna vlacisla matice, muzeme s tspéchem pouzit Krylo-
vovské metody (detailni popis téchto metod i nize uvedeného IRA lze nalézt napf. v [20] ¢
[19]). Idea Krylovovskych metod je v hleddni aproximace vlastnich vektoru jako prvku tzv.
Krylovovského podprostoru (A, v) = Span{vy, Avy, A%vy, ..., A* 1y} tedy jako linedrnf
kombinaci z vektoru generujicich dany podprostor. Krylovovsky podprostor obsahuje nejenom
informaci o sméru vlastniho vektoru piislusejicimu maximalnimu vlastnimu ¢islu (jako to déla
mocninnd metoda), ale vytvaii i informace o vlastnich vektorech v dalsich smérech.

Hledany vlastni vektor nelze v praxi vyjadrit pfimo jako linedrni kombinaci krylovovské sek-
vence, protoze vektory z této posloupnosti se pro rostouci index k stavaji linearné zavislé.
Ke konstrukci baze K, ktera by byla ortonormalni, slouzi Arnoldiho faktorizace, algoritmus
ortogonalizujici krylovovskou sekvenci.

Arnoldiho faktorizace

Arnoldiho algoritmus konstruuje ortonormalni bézi Ky, Vi = (v, v, ..., vg) € R (k+1) - dle

schématu
AV, = V. H + ﬁkaJrle;f:

kde Hj, je matice v hornim Hessenbergové tvaru a e, je jednotkovy vektor.

Spektrum matice H, 1ze nalézt uz snadnéji (napi. QR algoritmem). Mame-li vlastni par (), s)
matice Hy, pak (A, Vis) aproximuje vlastni par matice A. Pro zvySujici se k& pak v idedlnim
piipadé konverguje k vlastnimu paru matice A.
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Implicitné restartovany Arnoldiho algoritmus

Obecné neni znamo, jak velké £ je tieba k ziskani dobré aproximace. Jsme vSak zdroven omezeni
pamétovymi moznostmi (tj. k& nemuze byt piilis velké). Tento problém lze pieklenout tzv.
restartem Arnoldiho algoritmu (podrobnéji popsano ve vlastni praci nebo napf. v [19]).
Mame-li n-dimensionalni problém vlastnich ¢isel a zajima nas prvnich k vlastnich ¢isel, zvolime
nejprve m co nejvétsi tak, aby se ndm vesla do paméti Arnoldiho faktorizace velikosti m.
Opakované provadime m-dimensionédlni Arnoldiho faktorizaci tak, ze novy startovaci vektor v;
vznika pomoci tzv. polynomialniho filtrovani, kdy redukujeme slozky vektoru nélezejici smérum
k+1,...,m, a novy startovaci vektor udrzujeme v k-dimensiondlnim invariantnim podprostoru,
kam se postupné stlacuji informace o hledanych vektorech. K tvorbé filtra¢niho polynomu se
pouziji ta vlastni ¢isla matice H,, z pfedchoziho kroku, kterd nélezeji smérum, jez chceme
odstranit.

Implicitni restart. Je pfilis narocné postupovat tak, ze nejdiive aplikujeme filtra¢ni poly-
nom na tvorbu nového startovaciho vektoru a poté dokon¢ime celou m-rozmérnou Arnoldiho
faktorizaci. Implicitni restart umoznuje vyjadrit pfimo Arnoldiho rozklad s novym startovacim
vektorem pomoci predchoziho rozkladu za pouziti implicitné posunutého QR algoritmu (po-
drobnéji popsdno v praci).

Zobecnény problém vlastnich cisel

Vyse uvedeny IRA lze pouzit i pro zobecnény problém vlastnich ¢isel Ax = ABx. Pouzijeme-li
shift x (slouzi k posunuti se do éésti spektra, jez chceme poéitat), pomoci tzv. zobecnéné shift-
and-invert transformace lze prevést zobecnény problém vlastnich ¢isel na obycejny problém
vlastnich ¢isel,

Cx = ux, kde C = (A — xB)'B, p=(\—rx)"L

V Arnoldiho algoritmu nyni pfibude potieba fesit v kazdém kroku soustavu rovnic s matici
(A — kB) a vznikld béze je nyni B-ortonormalni.

Poznamky - snaha o redukci velikosti algebraické ulohy

Nutnost velkych matic Motivaci pro pouziti IRA bylo predevsim sniZeni pamétovych
naroku. Originélni algebraicky problém totiz musi byt obvykle velkych dimenzi, nebot jsme nu-
ceni mit co nejjemnéjsi diksretizaci, abychom zajistili dobrou aproximaci slabého feseni. Navic,
ne kazdy méd kmitu lze zachytit libovolnou diskretizaci. Matematicky model se chova jako
frekvencni filtr — v zavislosti na jemnosti diskretizace je schopen postihnout jen moédy urcité
slozitosti. Pro médy komplikovanych tvart je nutnd velmi jemn4 sit, aby tento méd zachytila
(neni zndm obecny postup, ale v praxi se doporucuje mit alespon 3 prvky na jednu vlnovou
délku daného kmitu).

Redukce smért. V pripadé, ze chceme najit kmity v daném sméru ¢i roviné, lze snizit
velikost algebraické lohy a fesit ilohu redukovanou na zvoleny smér ¢i rovinu (pii zachovani
informace o vzajemnych 3D vazbach, podrobnéji popsano v praci). Napf. pro kmitani v jednom
sméru lze redukovat rozmér ilohy na polovinu.
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Pocitacova implementace modelu

Schéma realizace modelu znazornuje obr. 1. V preprocessingové ¢asti je pro tvorbu geometrie

Preprocessing 1. Geometry of resonator GMSH
2. Setting boundary conditions ~ manually
3. Building mesh GMSH

*.msh file boundary_conditions.dta file

\ /

Computation 1. Computation of global matrices
P 2. Introduction of boundary conditions  c++ code
3. Solving the eigenvalue problem Arpack & c++ code
freq.dta file *.pos file \
coupling_coefficient.dta file Use of shift
Postprocessing 1. Text output

1. Selection of dominant modes c++ code  If proper modes not found
2. Vizualization of selected modes GmsH

!

2. Graphic output

Obréazek 1: Schéma implementace modelu a jeho casti.

a sité pouzit volné dostupny software GMSH [33]; ten také slouzi k vizualizaci vysledku. Pro
sestaveni matic, zadani okrajovych podminek, identifikaci médu kmitu a selekci dominantnich
modu byl vytvoren puvodni programovy modul v jazyce C++. Pro feseni zobecnéného problému
vlastnich ¢isel je pouzit IRA v implementaci z volné dostupné knihovny ARPACK [28] v jazyce
FORTRAN. Informace mezi jednotlivymi moduly jsou predavany pomoci textovych soubori
(podrobnéjsi popis implementace naleznete v praci).
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Testovani modelu

Kmitani kfemenné tycinky

Testovani kompletniho modelu bylo provedeno na 1loze kmitani kiemenné tycinky. Byly zvoleny
podélné a torzni médy kmitani a vysledky byly porovnany s analytickym feSenim.

Geometrie a okrajové podminky. Geometrie, diskretizace a okrajové podminky pro testo-
vaci ilohu jsou zobrazeny na obrazcich nize. Rozméry rezonatoru byly zvoleny [ = 0.01 m, a,b =
0.001 m.
+

pu= 0 u=0

electrodes

—
N

- a

Obrazek 2: Piezoelektricka tycinka s umisténim elektrod generujicim podélné a torzni kmity a
predepsané okrajové podminky.

Obréazek 3: Priklad diskretizace rezonatoru.

Vysledky modelu dokumentuji dobrou shodu s analytickym fesenim.

Podélné kmity

Pro analytické vyjadieni h-té rezonanéni frekvence jsme pouzili vzorec [26]

1
h — h=1,2,3,..

fn= Q_Z 0511
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Tabulka ukazuje porovnani analytického a numerického feSeni pro prvnich 6 frekvenci.

analyticky spoctené frekvence numericky spoctené frekvence relativni odchylka(%)

f1=271803 Hz 286205 Hz +5.3
f2 = 543606 Hz 572561 Hz +5.3
f3 = 815409 Hz 859212 Hz +5.4
fa=1087212 Hz 1146292 Hz +5.4
f5 = 1359015 Hz 1433952 Hz +5.5
fe = 1630818 Hz 1722252 Hz +5.6

Vizualizace vyslednych kmitl je zndzornéna na obrazku 4. Parametry vypoctu byly?:

Sit: pocet uzli = 4258, pocet prvka = 21326
Matice: A 7476 x 7476, 102446 nenulovych prvkua v horni trojihelnikové ¢asti,
B 21326 nenulovych prvku v horni trojuhelnikové ¢asti

Komentar vysledkti. Model prokazal dobrou shodu s analytickym fesenim. Relativni od-
chylky kolem 5% mohou byt zpusobeny vice faktory - model zahrnuje vazby v rezonatoru ve
v8ech smérech, zatimco analytické Feseni ne (uvazuje se jen koeficient s11). Déle je model citlivy
na zménu vstupnich materialovych parametru. Pfi zméné materialovych tenzoru v fadu procent
se tato zmeéna fadové promitne i do vysledku. Pouzité materialové tenzory jsou uvedeny v praci.

Torzni kmity

Pro analytické vyjadieni h-té rezonanéni frekvence torznich kmiti byl pouzit vzorec [26]

o= 2l\/7\/T ¢ (a) h=123 .

kde G = 40973043485.312064 je efektivni torzni modul a hodnota funkce y (%) = 0.5777787.
Srovnani analytického a numerického feseni je obsazeno v nasledujici tabulce.

analyticky spoctené frekvence numericky spoctené frekvence relativni odchylka(%)

f1 = 180668 Hz 171615 Hz -5
f2 = 361336 Hz 356761 Hz —-1.3
f3 = 542004 Hz 532879 Hz —-1.7
fa=1722672 Hz 707107 Hz —2.2
f5 = 903340 Hz 853750 Hz —9.5
fe = 1084008 Hz 1024242 Hz —5.5
fr = 1264676 Hz 1189933 Hz —6
fs = 1445344 Hz 1361634 Hz —5.8
fo = 1626012 Hz 1627816 Hz +0.1

Vizualizace kmitu je zndzornéna na obrazku 5.

Parametry vypoétu byly®:

Sit: pocet uzli = 4258, pocet prvku = 21326
Matice: A 8606 x 8606, 223087 nenulovych prvku v horni trojuhelnikové ¢asti,
B 49026 nenulovych prvku v horni trojuhelnikové ¢asti

2Byla pouzita redukce na smér osy z.
3Byl fesen kompletni 3D problém.
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Komentar vysledki. Relativni odchylky mohou byt zpusobeny faktory popsanymi vyse.
Navic algebraicka tloha byla rozmérnéjsi nez v prvnim ptipadé, coz s sebou muze nést veétsi
numerickou chybu. Nicméné, prumeérna relativni odchylka je mensi nez v tloze podélnych kmittu
(tento fakt lze pficist i tomu, ze analyticky vzorec jiz zahrnuje 2D vazbu - koeficienty s55 a Sgg
obsazené v modulu G).
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Obrazek 4: Prvnich 6 podélnych moéda kmiti piezoelektrické tycinky.
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Obrazek 5: Prvnich 8 torznich méda kmitu piezoelektrické tycinky.
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Aplikace modelu na realné uloze —
kmitani planparalelniho kfremenného
rezonatoru

Model byl aplikovdn na tloze nalezeni dominantnich méda kmita tloustkové stfizné kmi-
tajiciho planparalelniho kfemenného rezonatoru ve sméru osy x rezu krystalu. Tento rezonator
se prumyslové vyrabi v podniku Krystaly, a.s., Hradec Kralové. Geometrie a ilustracni diskreti-

mounting

electrodes

Obréazek 6: Popis planparalelnfho rezonatoru a ilustrativni sit.

zace rezonatoru jsou znazornény na obr. 6. Jednd se o kruhovou desticku o poloméru R = 7 mm
se dvéma kruhovymi elektrodami o poloméru r» = 3.5 mm umisténymi ve stidu horni a spodni
plochy rezonatoru. Rezondtor je upevnén na protilehlych stranich ve sméru osy z. Tloustka
rezonatoru je h = 0.3355 mm. Rezonator je vyroben z kfemenného krystalu fezu AT 35.25°.
Materialové tenzory jsou uvedeny v praci.

Parametry vypoctu byly*:

Sit: pocet uzli = 7360, pocet prvki = 31860
Matice: A 9771 x 9771, 100430 nenulovych prvkua v horni trojihelnikové ¢asti,
B 47038 nenulovych prvku v horni trojuhelnikové ¢asti

Vysledky experimentalntho méfeni jsou pfevzaty z vyvojového oddéleni firmy Krystaly, a.s.
Vystup z méfeni je zndzornén na obr. 8) se zvyraznénymi hodnotami rezonanénich frekvenci.

Vysledky a diskuze

Nésledujici tabulka 1 obsahuje porovnani naméfenych a spoc¢tenych hodnot pro prvni tii rezo-
nancni frekvence hledanych moédu kmitu. Prumérna odchylka numerickych vysledku od namére-
nych hodnot ¢ini asi 15%, ale relativni odstupy jednotlivych dominantnich médu jsou dobre

4Byla pouzita redukce na smér osy z.
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rezonanéni frekvence | naméfend (kHz) spoctend (kHz) | relativni odchylka
L (f) 1962 1210.843 15.1%
2. 5067.5 = 1.02 f; | 4246.481 = 1.01 f; 16.2%
3. 5102.5 = 1.03 f; | 4331.652 = 1.03 f; 14.7%

Tabulka 1: Srovnani naméfenych a spo¢tenych dominantnich rezonanénich frekvenci tloustkové
stfiznych kmitu.

zachovany. Pii hledani duvodu této odchylky 1ze odkazat na diskuze k vysledkiim u testovacich
uloh - model je citlivy na vstupni materidlové a geometrické parametry, navic se jedna o hledani
Byly nalezeny spravné dominantni médy kmitta. Graf na obr. 9 ukazuje rozlozeni koeficientu
elektromechanické vazby pro prvnich 400 spo¢tenych rezonancnich frekvenci se zvyraznénim tii
hledanych dominantnich frekvenci. Obrazek ukazuje rozlozeni amplitud u spoc¢tenych maédiu
kmiti a jejich porovnani s teoretickym stavem. Pfes jisté nepfesnosti, zfejmé hlavné u tretiho
dominantniho médu, lze jednotlivé médy jednoznacné identifikovat s jejich teoretickymi protéj-
sky.

Mozné pouziti vysledkti pfi procesu navrhu rezonatora. Model umoznuje sledovat
chovani rezonatoru v zavislosti na zméndach tvaru ¢i umisténi elektrod. Jako ptiklad, graf
na obr. 7 ukazuje zavislost dominantich fezonan¢nich frekvenci a jejich vzajemného odstupu
na zméné tloustky rezondtoru. Model dobfe zachycuje linedrni z4vislost rezonanénich frekvenci
na tloustce.

Podobné vysledky mohou byt pouzity v procesu navrhu rezonatoru, napf. v optimalizacnim
procesu, kdy hledame takovy tvar a rozméry rezonatoru, pro které budou maximalizované
odstupy jednotlivych dominantnich frekvenci ¢ odstupy dominantnich frekvenci od ostatnich
frekvenci.
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ra e e e
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z \:\
= 100 — - =1 5000 &
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> 60 S 4600 2
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0 4000
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Obrazek 7: Graf zavislosti dominantnich rezonané¢nich frekvenci a jejich odstupt na tloustce
rezonatoru.
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Frequency of oscillation of AT cut, diameter 14.0 mm, thickness 0.3355
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Obrézek 8: Dominantni rezonané¢ni frekvence nalezené z méreni.
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Obrazek 9: Graf koeficientu elektromechanické vazby se zvyraznénim dominantnich frekvenci.
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Obrazek 10: Spoctené dominantni médy a srovnani s teoretickym rozlozenim amplitud.
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Z.aver

Dizertacni prace piinasi vysledky modelovani rezonan¢nich charakteristik piezoelektrickych re-
zonatoru. Diskretizace fyzikalniho modelu, zalozend na metodé konecnych prvku, vede na zo-
becnény problém vlastnich ¢isel, jehoz fesenim lze ziskat rezonancni frekvence piezoelektrického
rezonatoru. K feseni algebraické tlohy je pouzito Krylovovskych metod, jmenovité implicitné re-
startovaného Arnoldiho algoritmu. Pocitacova implementace modelu je pouzitelna pro urcovani
dominantnich rezonanc¢nich frekvenci rezonatoru ruznych tvara. Testovaci lohy prokazaly pouzi-
telnost modelu, ptricemz vypoctené vysledky odpovidaly analytickému feseni. Model, aplikovany
na realnou tlohu tloustkové-stiiznych kmitt planparalelniho kiemenného rezondtoru, piinasi
kvalitativni shodu s méfenim nalezenim odpovidajicich dominantnich médu pfi zachovani od-
povidajicich relativnich odstupu jednotlivych frekvenci. Odchylka od méfeni (asi 15%) ukazuje
na omezeni modelu, ovsem po kalibraci na danou 1lohu 1ze model prakticky pouzivat. Citlivost
modelu vyzaduje presné zadani vSech vstupnich parametru (zejména materidlovych tenzoru -
odchylka v zadani se fadové promita do vysledku). Model vykazuje spravnou odezvu na zménu
vstupnich parametru (napf. zachycuje linedrn{ zévislost rezonanéni frekvence na tloustce re-
zondtoru).

Je zde nékolik oblasti pro budouci praci. Hlavni je vytvoreni optimalizacniho modulu, jenz by
byl pouzitelny pti procesu navrhu rezonatoru s pozadovanymi vlastnostmi. To bude vyzadovat
nékolikeré opakovani feseni algebraické tlohy. S touto tlohou miuze vyvstat pozadavek na rych-
lejsi pocitacovou implementaci, napt. pomoci paralelni implementace. Jak bylo zminéno v praci,
proti rychlosti vypoctu stoji také potieba rozmérnych tloh, pokud chceme vyjadrit slozité mody
kmitii. Moznou cestou k feseni rozmérnéjsich tiloh, nez dosud, je pouziti nékteré z implementaci
viceuroviiovych metod pro feseni ulohy vlastnich ¢isel (viz napf. [2], [5] nebo [7]).
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