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Anotace

Předkládaná dizertačńı práce se zabývá modelováńım rezonančńıch charakteristik piezoelek-
trických rezonátor̊u. Je uveden fyzikálńı popis piezolektrických materiál̊u za použit́ı lineárńıch
piezoelektrických stavových rovnic a dále je definována úloha kmitáńı piezoelektrických re-
zonátor̊u. Následuje slabá formulace úlohy a jej́ı diskretizace metodou konečných prvk̊u, která
vede na zobecněnou úlohu vlastńıch č́ısel s ř́ıdkými a strukturovanými maticemi. Pro jej́ı řešeńı
je použit implicitně restartovaný Arnoldiho algoritmus (IRA). Vyřešeńım algebraické úlohy lze
nalézt rezonančńı frekvence piezoelektrického rezonátoru. Pomoćı koeficient̊u elektromechanické
vazby jednotlivých mód̊u kmitáńı jsou posléze vybrány dominantńı módy.
Implementace modelu zahrnuje vytvořeńı geometrie rezonátoru, sestaveńı úlohy vlastńıch č́ısel,
jej́ı řešeńı a následně identifikaci jednotlivých mód̊u a jejich roztř́ıděńı dle významnosti. K tvorbě
geometrie a śıtě je použit volně dostupný software GMSH, pro řešeńı algebraické úlohy je
použita implementace metody IRA z volně dostupné knihovny ARPACK. Ostatńı součásti
programové implementace jsou praćı autora.
Program byl testován na podélném a torzńım kmitáńı piezoelektrické tyčinky (s velmi dobrou
shodou s analytickým řešeńım) a posléze na reálné úloze tloušt’kově střižných kmit̊u planpara-
lelńıho křemenného rezonátoru. Zde byly nalezeny správné dominantńı módy kmit̊u, přičemž
odchylka od naměřených rezonančńıch frekvenćı čińı asi 15%. Relativńı odstup jednotlvých
rezonančńıch frekvenćı z̊ustal dobře zachován.
Motivaćı práce bylo navržeńı a implementace kompaktńıho softwarového modulu, který by
mohl sloužit při procesu návrhu a výroby piezoelektrických prvk̊u s požadovanými rezonančńımi
vlastnostmi. Uvedenou odchylku od naměřených rezonančnćh frekvenćı lze odstranit kalibraćı
modelu na danou úlohu a, při uvážeńı kvalitativńı správnosti výsledk̊u modelu, lze tento v dané
oblasti prakticky využ́ıvat.



Abstract

The aim of the thesis is the modelling of resonant characteristics of piezoelectric resonators.
It contains the physical description of piezoelectric materials, using the linear piezoelectric
constitutive equations, and then the problem of oscillation of the piezoelectric resonators is
defined. It is followed by the weak formulation of the problem and its discretization by the fi-
nite element method, which leads to the generalized eigenvalue problem with sparse structured
matrices. For their solving, the implicitly restarted Arnoldi algorithm (IRA) is used. The reso-
nant frequencies are subsequently found by solving this eigenvalue problem and the dominant
oscillation modes are then selected according their electromechanical coupling coefficients.
The computer implementation of the model consists of building of the resonator’s geometry,
of compilation of the eigenvalue problem and its solving, and then of the identification of the
particular oscillation modes and their sorting according to their significance. For the creation
of the geometry and the mesh, the freely available software GMSH is used. For solving the
algebraic problem, the implementation of IRA from the ARPACK library is used. The remaining
parts of the computer implementation were made by the author.
The model was tested on the longitudinal and torsional oscillation of the piezoelectric beam
(with very good agreement with the analytical solution) and then used od the practical problem
of the thickness shear vibration of the in-plane parallel quartz resonator. In this problem, the
right dominant oscillation modes were found. The relative errors from the measurement were
about 15%. The relative distances between the particular dominant modes were well preserved.
The motivation of the work was the design and implementation of the compact software module,
which would be suitable in the design process and the production of the piezoelectric devices
with demanded resonant properties. The above mentioned deviation from the measurement
can be eliminated by the calibration of the model to the given task and, with respect to the
qualitative rightness of the results, the model can practically used.
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Kmitáńı křemenné tyčinky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Úvod

Piezoelektrické materiály a jejich využit́ı

Počátky zájmu o piezoelektrické materiály sahaj́ı až ke konci 19. stolet́ı, kdy bratři Curieové
objevili př́ımý piezoelektrický jev – stlačeńı krystalu vyvolalo elektrický náboj na jeho povrchu.
Později objevili také zpětný piezoelektrický jev – deformaci krystalu zp̊usobenou elektrickým
polem. Postupně bylo objeveno mnoho materiál̊u vykazuj́ıćıch piezoelektrické vlastnosti, jako
např. krystalický křemen, PZT keramiky, polymerńı sloučeniny apod.
Ve 20. letech minulého stolet́ı se začaly piezoelektrické materiály hojně využ́ıvat v pr̊umyslové
výrobě. Dnes se použ́ıvaj́ı např. v měř́ıćı technice, jako senzory veličin, jako generátory vln
apod. Podstatnou roli v těchto aplikaćıch hraj́ı piezoelektrické rezonátory.

Piezoelectrické rezonátory Piezoelectrický rezonátor je tenká tyčinka či destička vyrobená
z piezoelektrického materiálu, na svém povrchu opatřená dvěma či v́ıce elektrodami (např. [27]).
V d̊usledku harmonického buzeńı elektrickým polem rezonátor kmitá. Parametrem, popisuj́ıćım
chováńı rezonátoru, jsou jeho rezonančńı frekvence.
Ne každý mód kmitáńı lze vybudit stejně snadno, mnohé jsou tlumeny d́ıky materiálovým a
tvarovým vlastnostem rezonátoru. Je d̊uležité nalézt takové módy kmit̊u, které lze vybudit
snadněji než ostatńı. Pracovńı oblast rezonátoru se pak pohybuje v okoĺı dominantńı frekvence.
Piezoelectrické rezonátory se použ́ıvaj́ı např. jako stabilizátory frekvenćı elektrických obvod̊u,
frekvenčńı filtry, senzory nelektrických veličin apod.

Motivace dizertačńı práce

Rezonančńı frekvence piezoelektrických rezonátor̊u se v praxi (ve výrobě) obvykle zjǐst’uj́ı ana-
lytickými či experimentálńımi metodami. Analytické metody jsou ovšem plně použitelné jen pro
jednoduché tvary rezonátor̊u a základńı módy kmit̊u. Nevýhodou experimentálńıho testováńı
jsou jeho náklady.

Role matematického modelováńı Matematické modely, v závislosti na jejich komplex-
nosti, mohou překlenout nevýhody jiných metod. Matematické modelováńı piezoelektrických
materiál̊u se začalo v hojné mı́̌re využ́ıvat v posledńıch 10 až 15 letech, ačkoli prvńı formulace
metody konečných prvk̊u (MKP) pro tuto oblast byla publikována již v roce 1970 Allikem a
Hughesem [1].
Zmı́ńıme několik publikaćı, popisuj́ıćıch r̊uzné oblasti modelováńı piezoelektrických materiál̊u.
Roku 1990 byla publikována obecná formulace pro 2D a 3D metodu konečných prvk̊u [10]. Pu-
blikace [24], [8], [17] (v letech 1991-1996) prezentovaly numerické výsledky pro aktivńı kontrolu
vibraćı s využit́ım piezoelektrických materiál̊u. Pokusy s využit́ım konečných prvk̊u vyšš́ıch
řád̊u jsou uvedeny např. v [13] nebo [6]. V současné době se také zač́ınaj́ı využ́ıvat skořepinové
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prvky využ́ıvaj́ıćı Mindlinovy teorie (např. [25]). Podrobná rešerše literatury je uvedena např.
v [15].
Uvedené publikace se většinou bud’ nevěnuj́ı popisu numerického řešeńı úlohy, nebo využ́ıvaj́ı
některý z komerčně dostupných programových baĺık̊u (např. ANSYS či ABAQUS, které maj́ı
implementovány základńı piezoelektrické moduly).

Ćıl dizertačńı práce V práci je popsán MKP model piezoelektrického rezonátoru. Vycháźı
se z fyzikálńıho popisu piezoelektrického kontinua. Slabá formulace a následná diskretizace
problému vede na rozměrný lineárńı systém s ř́ıdkými strukturovanými maticemi, pomoćı
kterých je definován zobecněný problém vlastńıch č́ısel. Jeho řešeńım lze pak nalézt rezonančńı
frekvence.
Důraz je kladen na výše uvedený zobecněný problém vlastńıch č́ısel. V závislosti na parametru
diskretizace se může jednat o velmi rozměrnou úlohu, proto je nutné zajistit jej́ı efektivńı
řešeńı. Je třeba zmı́nit, že obvykle neńı třeba znát celé spektrum daného problému (všechny
rezonančńı frekvence), ale zaj́ımaj́ı nás hlavně frekvence dominantńı. Pro řešeńı částečného
problému vlastńıch č́ısel pak lze s úspěchem použ́ıt některou z algebraických metod založenou
na krylovovských podprostorech.
Ćılem práce je, na základě diskretizovaného modelu piezoelektrického rezonátoru, navrhnout,
implementovat a otestovat efektivńı numerický algoritmus a vytvořit ucelený programový pro-
středek pro výpočet dominantńıch rezonančńıch frekvenćı a výsledky porovnat s měřeńımi.
Takto sestavený programový modul je použitelný pro rezonátory r̊uzných tvar̊u a jeho výsledky
mohou být použity při návrhu a konstrukci rezonátor̊u s požadovanými vlastnostmi.

Struktura dizertačńı práce

Prvńı kapitola obsahuje fyzikáńı popis piezoelektrických materiál̊u, kombinuj́ıćı pohybové rov-
nice pro kmitáńı s lineárńımi piezoelektrickými stavovými rovnicemi. Dále jsou zde uvedeny
všechny nezbytné veličiny a pojmy.
Druhá kapitola popisuje matematickou formulaci daného problému, dále slabou formulaci problé-
mu a jej́ı diskretizaci pomoćı MKP, vedoućı na řešeńı zobecněného problému vlastńıch č́ısel.
Ve třet́ı kapitole je obsažen popis r̊uzných úloh v modelováńı piezoelektrických materiál̊u
s d̊urazem na úlohu volného kmitáńı a nalezeńı dominantńıch mód̊u kmitáńı.
Čtvrtá kapitola se věnuje popisu Krylovovských metod a jejich použit́ı pro řešeńı rozměrných
problému vlastńıch č́ısel, jmenovitě popisu implicitně restartovaného Arnoldiho algoritmu.
Softwarové implementaci modelu je věnována pátá kapitola, obsahuj́ıćı stručný popis progra-
movaćıch praćı a jednotlivých softwarových modul̊u.
Šestá kapitola obsahuje výsledky numerického testováńı modelu na analyticky řešitelných úlo-
hách kmitáńı piezoelektrické tyčinky. Výsledky vykazuj́ı dobrou shodu s analytickým řešeńım.
Sedmá kapitola se věnuje aplikaci modelu na reálné úloze tloušt’kově střižných kmit̊u planpara-
lelńıho rezonátoru. Numerické výsledky vykazuj́ı kvalitativńı shodu s meřeńımi (byly identifi-
kovány správné módy jako dominantńı), absolutńı odchylka od meřeńı čińı okolo 15%. Relativńı
vzdálenosti mezi jednotlivými dominantńımi frekvencemi byly dobře zachovány.
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Fyzikálńı popis úlohy

V této kapitole jsou popsány základńı fyzikálńı vlastnosti piezoelektrických materiál̊u a for-
mulován problém kmitáńı piezoelektrického rezonátoru. Podrobněǰśı popis piezoelektrických
materiál̊u lze nalézt např. v [27].

Fyzikálńı popis piezoelektrických materiál̊u

Piezoelektrické stavové rovnice Piezoelektrický krystal představuje strukturu, kde na sobě
vzájemně závisej́ı deformace a elektrické pole. V lineárńı teorii je tento vztah popsán dvojićı
stavových rovnic [22]: zobecněným Hookovým zákonem

Tij = cijkl Skl − dkij Ek, i, j = 1, 2, 3

a rovnićı př́ımého piezoelektrického jevu

Dk = dkij Sij + εkj Ej, k = 1, 2, 3.

Hook̊uv zákon vyjadřuje vztah mezi symetrickými tenzory napět́ı T, deformace S a vektorem
intenzity elektrického pole E. Rovnice př́ımého piezoelektrického jevu vyjadřuje vztah mezi vek-
torem elektrického posunut́ı D, deformaćı a elektrickým polem. Plat́ı známé vztahy

Sij =
1
2

[
∂ũi

∂xj

+
∂ũj

∂xi

]
, Ei = − ∂ϕ̃

∂xi

, i, j = 1, 2, 3,

kde ũ = (ũ1, ũ2, ũ3)T je vektor posunut́ı a ϕ̃ je elektrický potenciál1. Koeficienty cijkl, dkij a εij

reprezentuj́ı symetrické materiálové tenzory, popsané v daľśım odstavci.

Materiálové vlastnosti Vlastnosti piezoelektrického rezonátoru úzce závisej́ı na materiálu,
z něhož je rezonátor vyroben, a jsou charakterizovány pomoćı výše uvedených materiálových
tenzor̊u. Stavové rovnice jsou lineárńımi aproximacemi termodynamických stavových rovnic
a materiálové tenzory v nich hraj́ı roli materiálových konstant. Z podmı́nek termodynamické
stability pak plyne, že tenzory cijkl a εij musej́ı být symetrické a pozitivně definitńı [18].
Tenzor elastických modul̊u cijkl je symetrický ve všech svých indexech a má obecně jen 21
nezávislých složek. Tenzor piezoelektrických koeficient̊u dijk je symetrický ve druhých dvou inde-
xech a má obecně 18 nezávislých složek. Tenzor permitivity εij je symetrický a má 6 nezávislých
složek. Všechny tenzory lze d́ıky jejich symetrii jednoznačně zapsat pomoćı zkrácené indexace
jako matice [27].
Symetrie a pozitivńı definitnost materiálových tenzor̊u maj́ı př́ımý vliv na vlastnosti matic
vzešlých z pozděǰśı diskretizace úlohy.

1Vlnovka znač́ı závislost na čase. Pro harmonické kmity pak budou označeńı bez vlnovky vyjadřovat ampli-
tudy kmit̊u.
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Kmitáńı piezoelektrického kontinua

Kmitáńı a rezonance elastických materiál̊u Kmitáńı piezoelektrického systému je zo-
becněńım kmitáńı čistě elastických materiál̊u, proto zde lze už́ıt stejné terminologie a princip̊u.
Stručně shrňme obecné postupy při výpočtu kmitáńı elastického systému (podrobněji popsáno
např. v [4]). Je-li systém (těleso, množina hmotných bod̊u apod.) vychýlen vněǰśım zásahem
z rovnovážného stavu a poté je ponechán bez daľśıho zat́ıžeńı, začne kmitat volnými kmity.
Volné kmitáńı je kombinaćı všech vlastńıch kmit̊u daného systému s př́ıslušnými vlastńımi
frekvencemi.
Uvažujme systém se soustředěnými parametry s n stupni volnosti. Volné netlumené kmitáńı je
popsáno pohybovou rovnićı

M ü +K u = 0,

kde uT = [u1, ..., un] je vektor posunut́ı, M je hmotnostńı matice a K je elastická matice.
Uvažujeme-li řešeńı pohybové rovnice ve tvaru u(t) = veiωt, řešeńı pohybové rovnice je ekviva-
lentńı řešeńı zobecněného problému vlastńıch č́ısel

(K− λM) v = 0, λ ≡ ω2.

Řešeńım úlohy je množina n vlastńıch č́ısel a n vlastńıch vektor̊u obsahuj́ıćıch rozložeńı amplitud
kmit̊u.
Kmitá-li systém v d̊usledku (obvykle harmonického) vněǰśıho buzeńı f(t), hovoř́ıme o vyuceném
kmitáńı. To je popsáno pohybovou rovnićı

M ü +K u = f(t).

Je-li frekvence buzeńı rovna některé z vlastńıch frekvenćı systému, docháźı k rezonanci a
př́ıslušný mód kmitáńı je velmi silně vybuzen.
Kmitáńı elastických materiál̊u se řeš́ı bud’ analytickými metodami nebo diskretizaćı úlohy (např.
na výše uvedený systém se soustředěnými parametry). Metoda konečných prvk̊u (MKP) je dnes
nejpouž́ıvaněǰśı diskretizačńı metodou.

Kmitáńı piezoelektrického kontinua Uvažujme piezoelektrický rezonátor s hustotou %,
popsaný materiálovými tenzory. Označme objem rezonátoru jako Ω a jeho povrch jako Γ.
Chováńı rezonátoru je v určitém časovém intervalu [0, T] popsáno dvěma diferenciálńımi rov-
nicemi: Newtonovou pohybovou rovnićı

%
∂2ũi

∂t2
=

∂Tij

∂xj

i = 1, 2, 3,

a kvazistatickou aproximaćı Maxwellovy rovnice [12]

∇ · D =
∂Dj

∂xj

= 0.

Po dosazeńı ze stavových rovnic dostáváme diferenciálńı rovnice pro posunut́ı a elektrický po-
tenciál

%
∂2ũi

∂t2
=

∂

∂xj

(
cijkl

1
2

[
∂ũk

∂xl

+
∂ũl

∂xk

]
+ dkij

∂ϕ̃

∂xk

)
i = 1, 2, 3,

0 =
∂

∂xk

(
dkij

1
2

[
∂ũi

∂xj

+
∂ũj

∂xi

]
− εkj

∂ϕ̃

∂xj

)
.
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se sadou počátečńıch a okrajových podmı́nek:

ũi(., 0) = ui, x ∈ Ω,

ũi = 0, i = 1, 2, 3, x ∈ Γu,

Tijnj = fi, i = 1, 2, 3, x ∈ Γf ,

ϕ̃(., 0) = ϕ,

ϕ̃ = ϕD, x ∈ Γϕ,

Dknk = q, x ∈ Γq,

kde
Γu ∪ Γf = Γ, Γu ∩ Γf = ∅, Γϕ ∪ Γq = Γ, Γϕ ∩ Γq = ∅.

Pravá strana fi znač́ı mechanické buzeńı vněǰśı silou, q znač́ı elektrické buzeńı pomoćı přiložené-
ho náboje (v př́ıpadě volných kmit̊u jsou pravé strany nulové). Těmito rovnicemi je definována
úloha kmitáńı piezoelektrického kontinua za daných okrajových podmı́nek. Úloha bude dále
numericky řešena pomoćı diskretizace MKP.

Statická deformace piezoelectrického continua Kromě úlohy kmitáńı lze v oblasti pie-
zoelektrických materiál̊u řešit také statickou úlohu zat́ıžeńı piezoelektrického prvku konstantńı
silou či elektrickým polem. Prvý př́ıpad nacháźı uplatněńı v oblasti aktuátor̊u, druhý v oblasti
senzor̊u. Statická úloha je speciálńım př́ıpadem úlohy obecné (je zde ∂2ũi

∂t2
= 0).
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Slabá formulace a diskretizace úlohy

V této kapitole je opsáno odvozeńı slabé formulace a následná diskretizace pomoćı MKP, vedoućı
na systém obyčejných diferenciálńıch rovnic a následně na zobecněný problém vlastńıch č́ısel.
Podrobněǰśı výklad této oblasti přináš́ı např. [16], v práci je uveden stručný přehled.

Slabá formulace

Diskretizace úlohy je založena na tzv. slabé formulaci. Idea slabé formulace je převést vztahy
popsané diferenciálńımi rovnicemi na vztahy integrálńı a požadovat jejich splněńı v určitém
funkcionálńım smyslu, č́ımž omeźıme požadavky na hladkost hledaného řešeńı (zároveň toto
řešeńı má stále fyzikálńı smysl).

Prostory funkćı Ve slabé formulaci použ́ıváme Sobolevovy prostory W
(1)
2 (Ω) funkćı, jejichž

zobecněná derivace je ve druhé mocnině integrabilńı na oblasti Ω, a dále prostor testovaćıch
funkćı V (Ω) tvořený funkcemi z W

(1)
2 (Ω). které maj́ı nulovou stopu na hranici Γ.

Integrálńı rovnosti Slabou formulaci pro prostorovou proměnnou odvod́ıme standardńım
zp̊usobem [16], znásobeńım diferenciálńıch rovnost́ı testovaćımi funkcemi w = (w1, w2, w3) ∈
[V (Ω)]3, φ ∈ V (Ω), zintegrováńım přes oblast Ω, aplikaćı Greenovy formule a dosazeńım okra-
jových podmı́nek dostáváme integrálńı rovnosti

(
%
∂2ũi

∂t2
, wi

)

Ω

+ (cijkl Skl, Rij)Ω +

(
dkij

∂ϕ̃

∂xk

, Rij

)

Ω

=
〈
fi, wi

〉
Γf

,

(
djik Sik,

∂φ

∂xj

)

Ω

−
(

εji
∂ϕ̃

∂xi

,
∂φ

∂xj

)

Ω

=
〈
q, φ

〉
Γq

.

kde Rij = 1
2

[
∂wi

∂xj
+ ∂wj

∂xi

]
. Po slabém řešeńı pak požadujeme splněńı těchto rovnost́ı pro všechny

volby testovaćıch funkćı.

Diskretizace úlohy

MKP konstruuje konečnědimenzionálńı aproximaci slabého řešeńı. Použ́ıváme standardńı La-
grangeovské čtyřstěny, aproximuj́ıćı oblast Ω, s lineárńımi bazickými funkcemi. Dosazeńım apro-
ximaćı posunut́ı a elektrického potenciálu do integrálńıch rovnost́ı dostáváme po úpravě systém
obyčejných diferenciálńıch rovnic, který lze zapsat v blokovém tvaru:

MÜ +KU + PTΦ = F, (1)

PU− EΦ = Q. (2)

K je elastická matice, M je hmotnostńı matice, P je piezoelektrická matice a E je elektrická
matice. Vektory U a Φ obsahuj́ı hodnoty posunut́ı a potenciálu v uzlech diskretizace. Pravá
strana obsahuje silové a elektrické buzeńı kmit̊u.
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Po zavedeńı Dirichletových okrajových podmı́nek pro posunut́ı (upevněńı rezonátoru) a elek-
trický potenciál (umı́stěńı elektrod, uzemněńı) dostáváme redukovanou soustavu stejného tvaru,
kde jsou blokyK,M a E symetrické a pozitivně definitńı [11] (celá matice systému je symetrická,
obecně indefinitńı). Všechny bloky matice jsou ř́ıdké.
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Oblasti zájmu

V této kapitole jsou popsány typy úloh, se kterými se lze setkat v oblasti modelováńı piezoelek-
trických materiál̊u. Důraz je kladen na úlohu volného kmitáńı, jež bude později řešena, ostatńı
úlohy (tlumené kmitáńı, statický problém, aktivńı tlumeńı vibraćı) zde slouž́ı sṕı̌se jako doku-
mentace možných oblast́ı, které je možno za současného stavu řešit, a nebudu je v autoreferátu
podrobněji uvádět.

Volné kmitáńı

Těžǐstě popisu chováńı piezoelektrického rezonátoru lež́ı v jeho volných kmitech. Ty určuj́ı,
kdy může systém pod vněǰśım buzeńım dosáhnout rezonance (a na jaké frekvenci má být vněǰśı
buzeńı).
V literatuře se rozlǐsuj́ı dva typy volného kmitáńı piezoelektrických rezonátor̊u. Prvńı z nich
je kmitáńı se zkratovanými elektrodami, kdy pro tenké vrstvy můžeme předpokládat Φ = 0 v
celém objemu rezonátoru a problém se redukuje na standardńı úlohu známou z kmitáńı čistě
elastických materiál̊u, MÜ +KU = 0, se stejným postupem řešeńı.
Druhý typ, obecněǰśı a lépe vystihuj́ıćı skutečný stav, je volné kmitáńı s otevřenými elektrodami,
kdy řeš́ıme kompletńı problém vzešlý z diskretizace úlohy,

(
K− ω2M PT

P −E
)(

U
Φ

)
=

(
0
0

)
,

kde ω je úhlová frekvence volného kmitáńı.
Rozš́ı̌renou metodou při řešeńı této úlohy je tzv. statická kondenzace, což je dosazeńı za elek-
trický potenciál z druhé rovnice do prvńı, kdy dostáváme úlohu podobnou standardńı úloze
kmitáńı elastických materiál̊u, ovšem s pozměněnou elastickou matićı, (K−PTE−1P)U = ω2MU.
Při tomto postupu ztráćıme řidkou strukturu p̊uvodńı matice, nav́ıc je nutné invertovat sub-
matici E.
Proto bylo ćılem použ́ıt metodu, která by za účelem efektivńıho výpočtu zachovala p̊uvodńı
strukturu matic a nevyžadovala jej́ı úpravy. Úkolem je tedy řešit zobecněný problém vlastńıch
č́ısel

AX = λBX

pro

A =

(
K PT

P −E
)

, B =

(
M 0
0 0

)
, X =

(
U
Φ

)
, λ = ω2.

Výběr dominantńıch mód̊u

V praxi je snaha vyrábět rezonátory, u nichž vybraný mód kmitáńı bude mnohem snadněji
vybuditelný než ostatńı (tzv. dominantńı mód), resp. u kterých budou dostatečné odstupy mezi
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jednotlivými dominantńımi módy. Mı́ru vybuditelnosti jednotlivých mód̊u kmit̊u lze vyjádřit
např́ıklad pomoćı jejich koeficientu elektromechanické vazby k, který je definován jako

k2 =
E2

m

EstEd

,

kde

Em =
1
2

(
UTPΦ

)
, Est =

1
2

(
UTKU

)
, Ed =

1
2

(
ΦTEΦ

)

jsou vzájemná, elastická a dielektrická energie. Č́ım vyšš́ı je hodnota koeficientu k, t́ım snadněji
lze daný mód vybudit. Celkem snadno pak lze spočtené módy kmit̊u (řešeńım zobecněného
problému vlastńıch č́ısel) roztř́ıdit podle jejich významnosti.
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Numerické metody řešeńı algebraické
úlohy

V této kapitole je popsána motivace použit́ı algebraických metod založených na Krylovovských
podprostorech a popsán implicitně restartovaný Arnoldiho algoritmus (IRA), který je využit
pro řešeńı uvedeného zobecněného problému vlastńıch č́ısel.

Krylovovské metody

Jsou dva možné př́ıstupy k řešeńı problému vlastńıch č́ısel Ax = λx. V prvńım př́ıpadě můžeme
řešit kompletńı problém vlastńıch č́ısel (poč́ıtat celé spektrum), což obnáš́ı transformaci ori-
ginálńıho problému na jednodušš́ı tvar, z něhož lze pak spektrum snadno źıskat (např. QR
algoritmus, jehož výsledkem je Schur̊uv rozklad matic). Tento postup je ovšem v praxi ne-
použitelný pro velké problémy, předevš́ım kv̊uli pamět’ovým nárok̊um.
Pokud nejsme nuceni zjǐst’ovat všechna vlač́ısla matice, můžeme s úspěchem použ́ıt Krylo-
vovské metody (detailńı popis těchto metod i ńıže uvedeného IRA lze nalézt např. v [20] či
[19]). Idea Krylovovských metod je v hledáńı aproximace vlastńıch vektor̊u jako prvku tzv.
Krylovovského podprostoru Kk(A, v) = Span{v1,Av1,A2v1, ...,Ak−1v1}, tedy jako lineárńı
kombinaci z vektor̊u generuj́ıćıch daný podprostor. Krylovovský podprostor obsahuje nejenom
informaci o směru vlastńıho vektoru př́ıslušej́ıćımu maximálńımu vlastńımu č́ıslu (jako to dělá
mocninná metoda), ale vytvář́ı i informace o vlastńıch vektorech v daľśıch směrech.
Hledaný vlastńı vektor nelze v praxi vyjádřit př́ımo jako lineárńı kombinaci krylovovské sek-
vence, protože vektory z této posloupnosti se pro rostoućı index k stávaj́ı lineárně závislé.
Ke konstrukci báze Kk, která by byla ortonormálńı, slouž́ı Arnoldiho faktorizace, algoritmus
ortogonalizuj́ıćı krylovovskou sekvenci.

Arnoldiho faktorizace

Arnoldiho algoritmus konstruuje ortonormálńı bázi Kk, Vk = (v1, v2, ..., vk) ∈ Rn×(k+1), dle
schématu

AVk = VkHk + βkvk+1eT
k ,

kde Hk je matice v horńım Hessenbergově tvaru a ek je jednotkový vektor.
Spektrum matice Hk lze nalézt už snadněji (např. QR algoritmem). Máme-li vlastńı pár (λ, s)
matice Hk, pak (λ,Vks) aproximuje vlastńı pár matice A. Pro zvyšuj́ıćı se k pak v ideálńım
př́ıpadě konverguje k vlastńımu páru matice A.
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Implicitně restartovaný Arnoldiho algoritmus

Obecně neńı známo, jak velké k je třeba k źıskáńı dobré aproximace. Jsme však zároveň omezeni
pamět’ovými možnostmi (tj. k nemůže být př́ılǐs velké). Tento problém lze překlenout tzv.
restartem Arnoldiho algoritmu (podrobněji popsáno ve vlastńı práci nebo např. v [19]).
Máme-li n-dimensionálńı problém vlastńıch č́ısel a zaj́ımá nás prvńıch k vlastńıch č́ısel, zvoĺıme
nejprve m co největš́ı tak, aby se nám vešla do paměti Arnoldiho faktorizace velikosti m.
Opakovaně provád́ıme m-dimensionálńı Arnoldiho faktorizaci tak, že nový startovaćı vektor v1

vzniká pomoćı tzv. polynomiálńıho filtrováńı, kdy redukujeme složky vektor̊u náležej́ıćı směr̊um
k + 1, ...,m, a nový startovaćı vektor udržujeme v k-dimensionálńım invariantńım podprostoru,
kam se postupně stlačuj́ı informace o hledaných vektorech. K tvorbě filtračńıho polynomu se
použij́ı ta vlastńı č́ısla matice Hm z předchoźıho kroku, která náležej́ı směr̊um, jež chceme
odstranit.

Implicitńı restart. Je př́ılǐs náročné postupovat tak, že nejdř́ıve aplikujeme filtračńı poly-
nom na tvorbu nového startovaćıho vektoru a poté dokonč́ıme celou m-rozměrnou Arnoldiho
faktorizaci. Implicitńı restart umožňuje vyjádřit př́ımo Arnoldiho rozklad s novým startovaćım
vektorem pomoćı předchoźıho rozkladu za použit́ı implicitně posunutého QR algoritmu (po-
drobněji popsáno v práci).

Zobecněný problém vlastńıch č́ısel

Výše uvedený IRA lze použ́ıt i pro zobecněný problém vlastńıch č́ısel Ax = λBx. Použijeme-li
shift κ (slouž́ı k posunut́ı se do části spektra, jež chceme poč́ıtat), pomoćı tzv. zobecněné shift-
and-invert transformace lze převést zobecněný problém vlastńıch č́ısel na obyčejný problém
vlastńıch č́ısel,

Cx = µx, kde C = (A− κB)−1B, µ = (λ− κ)−1.

V Arnoldiho algoritmu nyńı přibude potřeba řešit v každém kroku soustavu rovnic s matićı
(A− κB) a vzniklá báze je nyńı B-ortonormálńı.

Poznámky - snaha o redukci velikosti algebraické úlohy

Nutnost velkých matic Motivaćı pro použit́ı IRA bylo předevš́ım sńıžeńı pamět’ových
nárok̊u. Originálńı algebraický problém totiž muśı být obvykle velkých dimenźı, nebot’ jsme nu-
ceni mı́t co nejjemněǰśı diksretizaci, abychom zajistili dobrou aproximaci slabého řešeńı. Nav́ıc,
ne každý mód kmit̊u lze zachytit libovolnou diskretizaćı. Matematický model se chová jako
frekvenčńı filtr – v závislosti na jemnosti diskretizace je schopen postihnout jen módy určité
složitosti. Pro módy komplikovaných tvar̊u je nutná velmi jemná śıt’, aby tento mód zachytila
(neńı znám obecný postup, ale v praxi se doporučuje mı́t alespoň 3 prvky na jednu vlnovou
délku daného kmitu).

Redukce směr̊u. V př́ıpadě, že chceme naj́ıt kmity v daném směru či rovině, lze sńıžit
velikost algebraické úlohy a řešit úlohu redukovanou na zvolený směr či rovinu (při zachováńı
informace o vzájemných 3D vazbách, podrobněji popsáno v práci). Např. pro kmitáńı v jednom
směru lze redukovat rozměr úlohy na polovinu.
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Poč́ıtačová implementace modelu

Schéma realizace modelu znázorňuje obr. 1. V preprocessingové části je pro tvorbu geometrie

GMSH

1. Geometry of resonator
2. Setting boundary conditions
3. Building mesh

GMSH

manually

1. Computation of global matrices
2. Introduction of boundary conditions
3. Solving the eigenvalue problem

c++ code

Arpack c++ code&

*.msh file boundary_conditions.dta file

freq.dta file
coupling_coefficient.dta file

*.pos file

GMSH

c++ code1. Selection of dominant modes
2. Vizualization of selected modes

Obrázek 1: Schéma implementace modelu a jeho části.

a śıtě použit volně dostupný software GMSH [33]; ten také slouž́ı k vizualizaci výsledk̊u. Pro
sestaveńı matic, zadáńı okrajových podmı́nek, identifikaci mód̊u kmit̊u a selekci dominantńıch
mód̊u byl vytvořen p̊uvodńı programový modul v jazyce C++. Pro řešeńı zobecněného problému
vlastńıch č́ısel je použit IRA v implementaci z volně dostupné knihovny ARPACK [28] v jazyce
FORTRAN. Informace mezi jednotlivými moduly jsou předávány pomoćı textových soubor̊u
(podrobněǰśı popis implementace naleznete v práci).
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Testováńı modelu

Kmitáńı křemenné tyčinky

Testováńı kompletńıho modelu bylo provedeno na úloze kmitáńı křemenné tyčinky. Byly zvoleny
podélné a torzńı módy kmitáńı a výsledky byly porovnány s analytickým řešeńım.

Geometrie a okrajové podmı́nky. Geometrie, diskretizace a okrajové podmı́nky pro testo-
vaćı úlohu jsou zobrazeny na obrázćıch ńıže. Rozměry rezonátoru byly zvoleny l = 0.01 m, a, b =
0.001 m.

+

-

electrodes

l

a

b
u = 0 u = 0

Obrázek 2: Piezoelektrická tyčinka s umı́stěńım elektrod generuj́ıćım podélné a torzńı kmity a
předepsané okrajové podmı́nky.

Obrázek 3: Př́ıklad diskretizace rezonátoru.

Výsledky modelu dokumentuj́ı dobrou shodu s analytickým řešeńım.

Podélné kmity

Pro analytické vyjádřeńı h-té rezonančńı frekvence jsme použili vzorec [26]

fh =
h

2l

√
1

%s11
, h = 1, 2, 3, ...
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Tabulka ukazuje porovnáńı analytického a numerického řešeńı pro prvńıch 6 frekvenćı.

analyticky spočtené frekvence numericky spočtené frekvence relativńı odchylka(%)

f1 = 271803 Hz 286205 Hz +5.3
f2 = 543606 Hz 572561 Hz +5.3
f3 = 815409 Hz 859212 Hz +5.4
f4 = 1087212 Hz 1146292 Hz +5.4
f5 = 1359015 Hz 1433952 Hz +5.5
f6 = 1630818 Hz 1722252 Hz +5.6

Vizualizace výsledných kmit̊u je znázorněna na obrázku 4. Parametry výpočtu byly2:

Śıt’: počet uzl̊u = 4258, počet prvk̊u = 21326
Matice: A 7476× 7476, 102446 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části,
B 21326 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části

Komentář výsledk̊u. Model prokázal dobrou shodu s analytickým řešeńım. Relativńı od-
chylky kolem 5% mohou být zp̊usobeny v́ıce faktory - model zahrnuje vazby v rezonátoru ve
všech směrech, zat́ımco analytické řešeńı ne (uvažuje se jen koeficient s11). Dále je model citlivý
na změnu vstupńıch materiálových parametr̊u. Při změně materiálových tenzor̊u v řádu procent
se tato změna řádově promı́tne i do výsledk̊u. Použité materiálové tenzory jsou uvedeny v práci.

Torzńı kmity

Pro analytické vyjádřeńı h-té rezonančńı frekvence torzńıch kmit̊u byl použit vzorec [26]

fh =
h

2l

√
G

%

2a
b√

1 + (a
b
)2

√
1− a

b
χ

(a

b

)
, h = 1, 2, 3, ...

kde G = 40973043485.312064 je efektivńı torzńı modul a hodnota funkce χ
(

a
b

)
= 0.5777787.

Srovnáńı analytického a numerického řešeńı je obsaženo v následuj́ıćı tabulce.

analyticky spočtené frekvence numericky spočtené frekvence relativńı odchylka(%)

f1 = 180668 Hz 171615 Hz −5
f2 = 361336 Hz 356761 Hz −1.3
f3 = 542004 Hz 532879 Hz −1.7
f4 = 722672 Hz 707107 Hz −2.2
f5 = 903340 Hz 853750 Hz −5.5
f6 = 1084008 Hz 1024242 Hz −5.5
f7 = 1264676 Hz 1189933 Hz −6
f8 = 1445344 Hz 1361634 Hz −5.8
f9 = 1626012 Hz 1627816 Hz +0.1

Vizualizace kmit̊u je znázorněna na obrázku 5.
Parametry výpočtu byly3:

Śıt’: počet uzl̊u = 4258, počet prvk̊u = 21326
Matice: A 8606× 8606, 223087 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části,
B 49026 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části

2Byla použita redukce na směr osy x.
3Byl řešen kompletńı 3D problém.
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Komentář výsledk̊u. Relativńı odchylky mohou být zp̊usobeny faktory popsanými výše.
Nav́ıc algebraická úloha byla rozměrněǰśı než v prvńım př́ıpadě, což s sebou může nést větš́ı
numerickou chybu. Nicméně, pr̊uměrná relativńı odchylka je menš́ı než v úloze podélných kmit̊u
(tento fakt lze přič́ıst i tomu, že analytický vzorec již zahrnuje 2D vazbu - koeficienty s55 a s66

obsažené v modulu G).
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Obrázek 4: Prvńıch 6 podélných mód̊u kmit̊u piezoelektrické tyčinky.
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Obrázek 5: Prvńıch 8 torzńıch mód̊u kmit̊u piezoelektrické tyčinky.
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Aplikace modelu na reálné úloze –
kmitáńı planparalelńıho křemenného
rezonátoru

Model byl aplikován na úloze nalezeńı dominantńıch mód̊u kmit̊u tloušt’kově střižně kmi-
taj́ıćıho planparalelńıho křemenného rezonátoru ve směru osy x řezu krystalu. Tento rezonátor
se pr̊umyslově vyráb́ı v podniku Krystaly, a.s., Hradec Králové. Geometrie a ilustračńı diskreti-

h

R

rr
mountingmounting

u=0u=0
electrodes

Obrázek 6: Popis planparalelńıho rezonátoru a ilustrativńı śıt’.

zace rezonátoru jsou znázorněny na obr. 6. Jedná se o kruhovou destičku o poloměru R = 7 mm
se dvěma kruhovými elektrodami o poloměru r = 3.5 mm umı́stěnými ve střdu horńı a spodńı
plochy rezonátoru. Rezonátor je upevněn na protilehlých stranách ve směru osy x. Tloušt’ka
rezonátoru je h = 0.3355 mm. Rezonátor je vyroben z křemenného krystalu řezu AT 35.25◦.
Materiálové tenzory jsou uvedeny v práci.
Parametry výpočtu byly4:

Śıt’: počet uzl̊u = 7360, počet prvk̊u = 31860
Matice: A 9771× 9771, 100430 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části,
B 47038 nenulových prvk̊u v horńı trojúhelńıkové části

Výsledky experimentálńıho měřeńı jsou převzaty z vývojového odděleńı firmy Krystaly, a.s.
Výstup z měřeńı je znázorněn na obr. 8) se zvýrazněnými hodnotami rezonančńıch frekvenćı.

Výsledky a diskuze

Následuj́ıćı tabulka 1 obsahuje porovnáńı naměřených a spočtených hodnot pro prvńı tři rezo-
nančńı frekvence hledaných mód̊u kmit̊u. Pr̊uměrná odchylka numerických výsledk̊u od naměře-
ných hodnot čińı asi 15%, ale relativńı odstupy jednotlivých dominantńıch mód̊u jsou dobře

4Byla použita redukce na směr osy x.
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rezonančńı frekvence naměřená (kHz) spočtená (kHz) relativńı odchylka
1. (f1) 4962 4210.843 15.1%

2. 5067.5 = 1.02 f1 4246.481 = 1.01 f1 16.2%
3. 5102.5 = 1.03 f1 4331.652 = 1.03 f1 14.7%

Tabulka 1: Srovnáńı naměřených a spočtených dominantńıch rezonančńıch frekvenćı tloušt’kově
střižných kmit̊u.

zachovány. Při hledáńı d̊uvod̊u této odchylky lze odkázat na diskuze k výsledk̊um u testovaćıch
úloh - model je citlivý na vstupńı materiálové a geometrické parametry, nav́ıc se jedná o hledáńı
mód̊u kmit̊u nepoměrně složitěǰśıch než u testovaćıch úloh.
Byly nalezeny správné dominantńı módy kmit̊u. Graf na obr. 9 ukazuje rozložeńı koeficient̊u
elektromechanické vazby pro prvńıch 400 spočtených rezonančńıch frekvenćı se zvýrazněńım tř́ı
hledaných dominantńıch frekvenćı. Obrázek ukazuje rozložeńı amplitud u spočtených mód̊u
kmit̊u a jejich porovnáńı s teoretickým stavem. Přes jisté nepřesnosti, zřejmé hlavně u třet́ıho
dominantńıho módu, lze jednotlivé módy jednoznačně identifikovat s jejich teoretickými protěj-
šky.

Možné použit́ı výsledk̊u při procesu návrhu rezonátor̊u. Model umožňuje sledovat
chováńı rezonátoru v závislosti na změnách tvaru či umı́stěńı elektrod. Jako př́ıklad, graf
na obr. 7 ukazuje závislost dominant́ıch ŕezonančńıch frekvenćı a jejich vzájemného odstupu
na změně tloušt’ky rezonátoru. Model dobře zachycuje lineárńı závislost rezonančńıch frekvenćı
na tloušt’ce.
Podobné výsledky mohou být použity v procesu návrhu rezonátor̊u, např. v optimalizačńım
procesu, kdy hledáme takový tvar a rozměry rezonátoru, pro které budou maximalizované
odstupy jednotlivých dominantńıch frekvenćı či odstupy dominantńıch frekvenćı od ostatńıch
frekvenćı.
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Obrázek 7: Graf závislosti dominantńıch rezonančńıch frekvenćı a jejich odstup̊u na tloušt’ce
rezonátoru.
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Obrázek 8: Dominantńı rezonančńı frekvence nalezené z měřeńı.
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Obrázek 9: Graf koeficient̊u elektromechanické vazby se zvýrazněńım dominantńıch frekvenćı.
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Obrázek 10: Spočtené dominantńı módy a srovnáńı s teoretickým rozložeńım amplitud.
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Závěr

Dizertačńı práce přináš́ı výsledky modelováńı rezonančńıch charakteristik piezoelektrických re-
zonátor̊u. Diskretizace fyzikálńıho modelu, založená na metodě konečných prvk̊u, vede na zo-
becněný problém vlastńıch č́ısel, jehož řešeńım lze źıskat rezonančńı frekvence piezoelektrického
rezonátoru. K řešeńı algebraické úlohy je použito Krylovovských metod, jmenovitě implicitně re-
startovaného Arnoldiho algoritmu. Poč́ıtačová implementace modelu je použitelná pro určováńı
dominantńıch rezonančńıch frekvenćı rezonátor̊u r̊uzných tvar̊u. Testovaćı úlohy prokázaly použi-
telnost modelu, přičemž vypočtené výsledky odpov́ıdaly analytickému řešeńı. Model, aplikovaný
na reálnou úlohu tloušt’kově-střižných kmit̊u planparalelńıho křemenného rezonátoru, přináš́ı
kvalitativńı shodu s měřeńım nalezeńım odpov́ıdaj́ıćıch dominantńıch mód̊u při zachováńı od-
pov́ıdaj́ıćıch relativńıch odstup̊u jednotlivých frekvenćı. Odchylka od měřeńı (asi 15%) ukazuje
na omezeńı modelu, ovšem po kalibraci na danou úlohu lze model prakticky použ́ıvat. Citlivost
modelu vyžaduje přesné zadáńı všech vstupńıch parametr̊u (zejména materiálových tenzor̊u -
odchylka v zadáńı se řádově promı́tá do výsledk̊u). Model vykazuje správnou odezvu na změnu
vstupńıch parametr̊u (např. zachycuje lineárńı závislost rezonančńı frekvence na tloušt’ce re-
zonátoru).
Je zde několik oblast́ı pro budoućı práci. Hlavńı je vytvořeńı optimalizačńıho modulu, jenž by
byl použitelný při procesu návrhu rezonátor̊u s požadovanými vlastnostmi. To bude vyžadovat
několikeré opakováńı řešeńı algebraické úlohy. S touto úlohou může vyvstat požadavek na rych-
leǰśı poč́ıtačovou implementaci, např. pomoćı paralelńı implementace. Jak bylo zmı́něno v práci,
proti rychlosti výpočtu stoj́ı také potřeba rozměrných úloh, pokud chceme vyjádřit složité módy
kmit̊u. Možnou cestou k řešeńı rozměrněǰśıch úloh, než dosud, je použit́ı některé z implementaćı
v́ıceúrovňových metod pro řešeńı úlohy vlastńıch č́ısel (viz např. [2], [5] nebo [7]).
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