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Pii zkouméni rozsahlych robotickych soustav pro potieby firmy SKODA AUTO a.s. byl vytvoten
software, ktery je zameéfen na kontrolu robotd a robotovych standardii pouzivanych v koncernu
Volkswagen AG. Soucasti je 1 matematicka knihovna, ktera fesi nc¢kolik zakladni inzenyrskych uloh.
Jedna se o pfimou a inverzni kinematickou ulohu v robotice a o feSeni soustav linearnich rovnic vice
proménnych. Pfi zkoumani numerickych metod v ramci programovani uvedenych uloh byly vyvinuty dva
zcela nové algoritmy. Jednd se o metodu relaxace uhlu, ktera je urcena pro feSeni soustav linearnich
rovnic. Muze byt také nepfimo pouZita pro feseni inverzni kinematické tlohy v robotice. Druhy algoritmus
je pfimo urcen pro feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice. V tomto pfipad¢ se jedna o metodu
relaxace délky.

Metoda relaxace uhlu je diskutovana z hlediska zakladniho principu a numerickych vlastnosti pii
vypoctu soustav linearnich rovnic. Je zkoumana rychlost konvergence, zévislost na ¢islu podminénosti
a schopnost fesit obecné soustavy linearnich rovnic pro rtzné podoby matice soustavy. V ramci
jednotlivych experimentii se metoda porovnava s vysledky znamych numerickych metod. Ukazuje se, Ze
metoda relaxace thlu konverguje k vysledkim podobnym jako Mooreova-Penroseova pseudoinverze
i v pfipadé singularni matice soustavy. Tato vlastnost je vhodna pro feSeni inverzni kinematické ulohy
v robotice, protoze se pfi vypoctu matice soustavy dynamicky méni v zavislosti na postaveni kinematické
struktury robota.

Aby bylo mozné metodu relaxace thlu pouzit pro vypocet inverzni kinematické ulohy v robotice,
vychdzi prace z piistupti, které prevadi tuto problematiku do podoby soustav linearnich rovnic. Jelikoz
inverzni kinematicka uloha v robotice vede na soustavy nelinearnich rovnic, jedna se o pfistupy, které
linearizuji feSeni ve vybraném pracovnim bodé pomoci Jacobiho matice, tzn. Newtonova metoda, inverze
Jacobiho matice a metoda Levenberg-Marquardt. VSechny tfi pristupy jsou odzkouSeny na kinematické
struktufe planarniho manipulatoru a robotu KUKA KR210 R2700 EXTRA. Vzniklé soustavy linearnich
rovnic jsou feSeny standardni cestou pomoci Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze a zaroven metodou
relaxace thlu. Vysledky obou pfistupti jsou vyhodnoceny a porovnany.

Na zavér prace je diskutovana metoda relaxace délky, kterou lze zatadit do skupiny heuristickych
metod. Metoda je popsana z hlediska jejiho principu a porovnana se zndmymi heuristickymi metodami
CCD a FABRIK.
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As part of a research of large robotic systems for the needs of SKODA AUTO, a.s. company
a inspectional software was developed. The software focuses on a control of robots and programming
standards used by Volkswagen AG. The software includes a mathematical library which solves several
basic engineering tasks. It is a problem of forward and inverse kinematics in robotics and a solution of
systems of linear equations. This work introduces two completely new algorithms which were developed
during the programming of the mathematical library. It is angle relaxation method which is designed for
solving of systems of linear equations. It can also be used indirectly to solve inverse kinematics in robotics.
The second algorithm is designed directly for solving of inverse kinematics in robotics. In this case the
work talks about length relaxation method.

The angle relaxation method is discussed from the point of view of basic principle and numerical
properties. A speed of convergence, a dependence on the condition number and an ability to solve general
systems of linear equations for different forms of matrices were examined. Results of angle relaxation
method were compared with results of known numerical methods. It appears that the angle relaxation
method converges to results similar to results of Moore-Penrose pseudoinverse. This property is suitable
for the solving of inverse kinematics in robotics because the system matrix is dynamically changed during
a calculation depending on a position of the kinematic structure of the robot.

In order to use the angle relaxation method to calculate the inverse kinematics in robotics, the
work is based on approaches which transform the problem into systems of linear equations. The inverse
kinematics in robotics leads primarily to systems of nonlinear equations. For this reason approaches were
chosen which linearize the equation using a Jacobian matrix, i.e. Newton's method, inverse Jacobian
method and Levenberg-Marquardt method. All three approaches were tested on the kinematic structure of
the planar manipulator and the robot KUKA KR210 R2700 EXTRA. Systems of linear equations were
solved by a standard way using Moore-Penrose pseudoinverse and at the same time by the angle relaxation
method. Results of both approaches were evaluated and compared.

At the end of this work the length relaxation method is discussed which can be included in the
group of heuristic methods. The length relaxation method is described from the point of view of basic
principle and compared with known heuristic methods CCD and FABRIK.

Key words: systems of linear equations, inverse kinematics, pseudoinverse, robotics
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Pii zkouméni rozsahlych robotickych soustav pro potieby firmy SKODA AUTO a.s. byl vytvoten
software, ktery je zaméfen na kontrolu robotd a robotovych standardii pouzivanych v koncernu
Volkswagen AG. Software pomaha krychlé orientaci v softwarovém prostiedi svafovny a zaroven
vyuziva matematickych modelli pro stanoveni neznamych promeénnych pii popisu chovani roboti.
Software nese ndzev SKODA TOOL. Tvorba softwaru SKODA TOOL ma své opodstatnéni. V soucasné
dobé je v provozu ve svafovnach firmy SKODA AUTO a.s. pfes dva tisice primyslovych robott. Tyto
roboty obsahuji pfiblizn€ osm set tisic pohybovych bodi, tzn. soutadnic popisujicich jednotlivé trajektorie,
a priblizné patnact miliont tadka logickych instrukci. Dale je nutné poznamenat, Ze svafovna je
dynamicka oblast, kde dochazi ke kazdodennim zméndm, at’ uz v ramci nové vystavby, nebo v ramci
udrzovani kvality stavajici vyroby. Jakdkoliv manudlni sprava dat je v tomto piipad¢ prakticky nemozna
a neefektivni. To byl také ditvod, ktery vedl k tvorbé softwaru SKODA TOOL, aby poméhal specialistim
pti kazdodenni praci s roboty.

Software SKODA TOOL je zaméten na kontrolu rozsahlych robotovych soustav. Pfi prvni
analyze robotovych programi softwarem SKODA TOOL na mensim projektu se sto jedenacti roboty bylo
zjisténo, Ze vSechny roboty obsahovaly néjaké chyby. Tyto chyby jsou pfevazné zpisobené lidskym
faktorem. Na zaklad¢ presné strojni kontroly bylo ptekontrolovano ptes jeden a ptl milionu robotovych
parametrl, a ztoho bylo nalezeno pfiblizn¢ tficet tii tisic nedostatkll. Jednalo se pfevazn¢ o chyby
v syntaxi programu. Dale o chyby, které¢ maji vliv na kvalitu procesu. A dokonce byly nalezeny kritické
chyby, které by mohly za urcité situace zptisobit kolizi robotl. Bez strojni kontroly by nikdy nebylo mozné
tak velky pocet parametrll pfekontrolovat. Timto zpsobem software SKODA TOOL pomaha snizovat
prostojovost zafizeni a zvySovat kvalitu vyroby. Kromé kontroly programovych chyb pomaha software
SKODA TOOL c¢asove optimalizovat robotova pracoviste.

Mezi zakladni ¢asti softwaru SKODA TOOL patii:

e prohlize¢ robotovych programd,

e kontrola robotovych standardd,

e t&rba dat a tvorba pichledi robotovych parametr,

e hledani casovych potencialti pro ucely drahové optimalizace,

e méfeni vybranych veli¢in realného robota.

S postupem casu se stal software SKODA TOOL platformou pro riizné védecké experimenty. Jak
jiz bylo jednou feceno, rozsahlé robotové soustavy skytaji potencial pro nejrizné€jsi drahové optimalizace.
Za timto ucelem bylo zapotiebi v ramci softwaru SKODA TOOL fesit n€kolik zakladnich inzenyrskych
uloh. Jedna se pfedevsim o pifimou a inverzni kinematickou ulohu v robotice [1]. Dale pak feSeni soustav
linearnich rovnic o vice proménnych [2-6]. Pfi zkoumani numerickych metod v rdmci programovani
uvedenych tloh byly vyvinuty dva nové itera¢ni algoritmy. Jedna se o metodu relaxace tihlu, ktera nam
pomaha pii feSeni soustav linearnich rovnic o vice proménnych. Mlzeme ji nepfimo pouzit i pro feSeni
inverzni kinematické ulohy v robotice. Druhy algoritmus vznikl jako obdoba metody relaxace uhlu.
V tomto piipad¢ budeme hovoftit o metod¢ relaxace délky, kterd je jiz pfimo urcena pro feSeni inverzni
kinematické ulohy v robotice.



Pro feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice bylo vyvinuto mnoho metod [11-29]. V ramci
této disertacni prace vybereme nékteré z nich a porovname je s ndmi objevenou metodou relaxace uhlu
a relaxace délky. V¢Etsi Cast prace se budeme vénovat metodé relaxace thlu. Ukazeme si jeji vlastnosti pii
vypoctu soustavy linearnich rovnic a nasledné provedeme experimenty s feSenim inverzni kinematické
ulohy v robotice. Metoda relaxace délky je vyslovené heuristickou metodou postavenou na jednoduchém
geometrickém principu. Bude nas zajimat jeji chovani ve srovnani s jinymi heuristickymi metodami feSeni
inverzni kinematické ulohy v robotice, jako je napt. CCD (Cyclic Coordinate Descent), nebo FABRIK
(Forward And Backward Reaching Inverse Kinematics). Porovnani vypocetnich vlastnosti odzkousime
pomoci softwaru MATLAB. Vysledky teoretické casti nasledné uplatnime v praktickych tlohach v ramci
softwaru SKODA TOOL.

Hlavni cile disertacni prace jsou:

e popsat metodu relaxace uhlu,

e ukdazat vlastnosti metody relaxace tihlu (stabilita a rychlost konvergence),

e porovnat metodu relaxace uhlu s jingymi numerickymi metodami pro feSeni soustav linedrnich
rovnic (Jacobiho metoda, Gauss-Seidelova metoda, metoda sdruzenych gradientti apod.),

e aplikovat metodu relaxace tthlu pro feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice,

e porovnat metodu relaxace thlu a metodu relaxace délky s jinymi algoritmy pro feSeni inverzni
kinematické ulohy v robotice (Newtonova metoda, metody postavené na Jacobiho matici, CCD
apod.),

e ukazat postup drahové optimalizace robota prostfednictvim softwaru SKODA TOOL a nové

heuristické metody relaxace thlu.

Metoda relaxace uhlu je urcena pro feSeni soustav linearnich rovnic vice proménnych. Jak jiz
nazev metody napovida, zakladnim kamenem algoritmu bude operace, kterou nazveme relaxace uhlu. Na
nasledujicim ptikladu si vysvétlime, co tato operace znamena. Uvazujme libovolny vektor v, a vektor k
(viz obr. 1). Vektor k nam ukazuje smér, do kterého chceme vektor v, oto¢it. Vznikne nam tak novy
vektor v, R, ktery je linearng zavisly s vektorem k a ma velikost vektoru v;.

Obr. 1: Relaxace uhlu



Definice 2.1. Relaxaci uhlu definujeme jako otoceni vektoru v; do sméru k (1). Tento jednoduchy
vypocet bude zdkladnim stavebnim kamenem celého algoritmu.

k

vif = —— vyl (1)
LTkl M

Nyni si odvodime cely postup pro feSeni soustav linedrnich rovnic pomoci metody relaxace uhlu.
Zacneme s definici soustavy linearnich rovnic.

Definice 2.2. Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych x4, x5, X3, ..., X, nazveme soustavu
(2) kde A115--Amn A bl’ ,bm € R.

A11X1 + Q12X + =+ AqpXy = by

b,

alel + azzxz + -+ aznxn

2

Ap1X1 + AmaXa + =+ AmpXn = by

Resenim soustavy (2) se nazyva kazda usporadand n-tice (xq,X,X3,...,%,) | € R, tj. n-lenny
vektor, ktery spliuje vSechny rovnice soustavy (2).

Soustavu linearnich rovnic lze zapsat v maticovém tvaru A - x = b, kde A je matice soustavy,
b je vektor pravych stran a x je vektor nezndmych.

ayx vt Qin by X1
A=| ¢ - b=|: X =
A1 vee Amn bm Xm

V nasem pripadé¢ budeme vychazet z jesté jiné mozné podoby zapisu. Na soustavu budeme
nahlizet z geometrického hlediska. Vektor pravych stran b je roven linearni kombinaci sloupcli matice
soustavy 4 (3).

A "x1+ Ay x+ - Ap"x,=b
41 412 G1n (3)
. .x1+ B -x2+... H .xn=b
am1 Am2 Amn

Tento zapis miizeme prepsat jako soucet vektort v, az v,, (4). Vektory v, az v, jsou linearn¢
zavislé se sloupci matice soustavy A.

Vi+Vy+ "+ V,=Db @)
V= A1 x,V= A3 %p,.., V= Ay " Xy
Nyni miiZzeme soustavu linearnich rovnic vyjadfit z geometrického hlediska také graficky. Pro
ilustraci budeme uvazovat pouze euklidovsky prostor E,, pripadné [E;. Pro vyssi dimenze jiz grafické
znazorneéni vektorll v euklidovském prostoru neni interpretovatelné. Obecné je vSak mozné metodu
relaxace thlu pro feSeni soustav linearnich rovnic zobecnit pro [E,,, pficemz plati stale stejné principy. Na
obrazku 2. vidime geometrickou interpretaci soustavy linearnich rovnic pomoci vektora.
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Obr. 2: Geometricka interpretace soustavy linearnich rovnic pomoci vektort

Obecné miizeme vektor pravych stran b sestavit z libovolného poctu vektort, které ovsem nemusi
odpovidat soustav¢ linearnich rovnic, tzn. vektory nebudou linearné zavislé se sloupci matice soustavy A.
Zavedeme si proto dva nové pojmy, které budou specifické pro tuto praci a obecné se nepouzivaji, nicméné
nam pomohou k velmi ndzorné interpretaci algoritmu.

Definice 2.3. Nevlastnim feSenim soustavy budeme nazyvat vektory v, az v,,, které jsou v souctu
rovny vektoru pravych stran b, ale nemusi byt linearn¢ zavislé se sloupci matice soustavy A. Piicemz X1,
X,,..., Xy, jsou diagonalni matice, kde diagonalni slozky nejsou stejné velké (5).

Vi+Vy+ "+ V,=Db
Xy 0
X;=|: (5)
0 - xm/,
vi=X,1"A1,v,= X" Ap,.. v = Xy Ay

Definice 2.4. Vlastnim feSenim soustavy budeme nazyvat vektory, které jsou v souctu rovny
vektoru pravych stran b a zaroven jsou linearné zavislé se sloupci matice soustavy A. Pficemz x4, x5,..., X,
jsou skalary (6).

Vi+Vy+ "+ V,=Db ©)
V= A1 x,V= A3 %p,.., V= Ay " Xy

Nalézt vlastni feSeni soustavy je nas cil, ale zaroven urcit, nebo odhadnout x;, x5,..., x,, je slozité.
Budeme proto postupovat tak, Ze nejprve nalezneme nevlastni feSeni soustavy. To miizeme udélat velice
jednoduse tak, Ze rozdélime vektor b na n€kolik stejnych ¢asti podle poctu hledanych neznamych n. Je
jasné, ze v aZ v, nemusi byt linearn¢ zavislé se sloupci matice soustavy 4, az 4,, (7).

Vig+ VUyo+ "+ Uy = b

b b
V1o = ;,1720 = R yUno =

(7

S|

Nasledné¢ musime pievést nevlastni feSeni soustavy na vlastni feSeni soustavy. Prave
k tomuto pfevodu pouZzijeme relaxaci tthlu (1) z definice 2.1. Tento krok je esencidlnim prvkem celé
metody. Z linearn¢ nezavislych vektort v, az v, ucinime vektory linearne zavislé k A, az A,, i za cenu
toho, ze nedosahneme piesného feseni soustavy a zbyde nam odchylka, kterou nazveme reziduum 7, (8).
Relaxaci uhlu se prevede matice X; do skalarni podoby x;.



Al 2 n
t o llvolle £ 77— llvzolle £ -+ sm——Ilvpolle + 7o = b
1Al 7 Al ¢ lAnlle "™

ileR + vZOR + ... % vnOR + Tog= b

®)

Priklad pfevodu pro n = 2 z nevlastniho feSeni soustavy na vlastni FeSeni soustavy je graficky

znazornén na obrazku 3.

.---"'

A A,

Obr. 3: Geometricka intepretace prevodu nevlastniho feseni soustavu na feSeni soustavy vlastni

Obecné neplati, Ze se vektory musi pro co nejmensi reziduum 7 scitat. Abychom ziskali co
nejmensi reziduum, musime pii kazdé relaxaci vyhodnotit spravné znaménko (v zapisu je obecné
ponechano + viz rovnice 12). Do vypo¢tu nim totiz vstupuje pouze délka vektoru |[v, ., ¢imZ ztracime
informaci o orientaci vektoru b. Pokud by vektor b byl zaporny a orientace n¢kterého z vektort A, az A,
kladna, reziduum by se pfi s€itani zvétSovalo. Algoritmus by pak divergoval. Rozhodnout o znaménku
muzeme tak, Ze porovname, ktera varianta se vice piiblizi k vektoru b.

Pokud bude znaménko kladné, plati nerovnice 9.

b A;
e ©)
IIA ”e e A,
Pokud bude znaménko zaporné, plati nerovnice 10.
b A;
e fwle]| > [+ o= e 10
[~ o ol > [+ g el (10

Rovnost by odpovidala pouze nulovému vektoru b.
Tento zapis se da vyjadiit pomoci znaménkové funkce signum (11)

”b A;
n Al

lviolle

) (11

V druhém kroku algoritmu prohlasime reziduum 7y novym hledanym vektorem pravych stran
b, = r, a provedeme identické operace. Nejprve nalezneme nevlastni feSeni soustavy (12).

sgn ——||lviolle
g <|| ||A ||e f0

e

Vi1 + V1 + "+ Vpyq = bo

b, b, b, (12)
Vi1 = 7,1721 = R yUn1 = —

10



Nasledn¢ prevedeme vektory na vlastni feSeni soustavy pomoci relaxace uhlu (13).

Al 2 n
t—— vl 7 llvplle £ -+ 2 ——Ilvplle + 71 = by
1Al 7 114l ¢ NAnlle "™

i1711R + leR i ek va + T = bO

n
R
P1= 2 Ty
i=1

pP1+1T1=by=r1

(13)

V kazdém kroku algoritmu se velikost rezidua || ||, zmenSuje, az se za¢ne infinitezimalné bliZzit
nulovému vektoru 0. Tento piedpoklad si pozdé&ji dokdazeme. Celkové pak plati, ze soucet vSech vektorti
p: a posledniho rezidua 7} je roven vektoru pravych stran b (14).

k k
b=2pi+bk=2pi+rk (14)
i=0 i=0

Abychom mohli vyjadtit hledané neznamé x4, x, az x,, musime secist linearn¢ zavislé vektory
k jednotlivym sloupcim matice soustavy A; az A, zkazdého kroku iterace. Soustavu rovnic 15
pfevedeme na rovnici 16. Vektory v, az v, jsou linearné zavislé ke sloupclim matice soustavy A, az
A,.

TV TV E vyt = P
R R R
Tv vyttt vyt =Py (15)
tv, . B+v, R+ ...+ p R
TV 2k T X Upg Pk
k k k k
R R R
tvq; +21v2i + ot Zivm- =Zpi=b—rk (16)
i=0 i=0 i=0 i=0

Vict+ Vict "+ Upe = Pc = b_rk

Poslednim krokem je vyjadfeni hledanych neznamych x4, x, az x, na zaklad¢é rovnice 6 a 16.
Jelikoz x4, x, az x,, je po relaxaci thlu skalarni hodnota, staci vydélit libovolny prvek linearné zavislého
vektoru v, az v, odpovidajicim prvkem z vektoru A, az A,, (17). Musime si dat pozor na déleni nulou
a pro vypocet vzit nenulovy prvek z vektoru A, az A,. Matice soustavy A mulZe totiz obsahovat nulové
prvky. Piesnost feSeni odpovida velikosti rezidua . Pokud je r, = 0, dosahli jsme pfesn¢ho feseni,
jelikozp, = b — 1.

Viem Vaem _ Vnem (17)

Xy = X
) ) ) n
Alm AZm Anm

X1=

11



Pro nézornost vyjadiime algoritmus blokoveé pomoci zakladnich operaci viz obrazek 4.

Rozdéleni rezidua na n Nevlastni feseni
soustavy

Prava strana (reziduum) o
casti

Vlastni reseni soustavy Relaxace Uhlu

Obr. 4: Zakladni operace algoritmu relaxace uhlu

2.2 Konvergence a stabilita metody relaxace uhlu

Diikaz konvergence metody relaxace Gihlu je zaloZeny na myslence, Ze velikost rezidua ||r||, se
v kazdém kroku metody zmensuje. Budeme vychazet z trojihelnikové nerovnosti (obr. 5)(18).

Obr. 5: Trojuhelnikova nerovnost

lp + rlle < llplle + llrll,
Iblle < lIplle + lIrlle (18)
Iblle — lIplle < lIrlle

Za vektor p dosadime vztah pro relaxaci thlu (19)

< lirlle (19)

A, A, "
Blle = || il lle £ 2wl 2 =
S R A el M VR

rovow . o v b v o e v
Pro nevlastni teSeni soustavy jsme volili v; az v, = - (20). Obecné lze volit i jiné mozné
rozdeleni vektoru b na n rliznych casti. Pozn.: volba rozdéleni ma vliv na rychlost konvergence a stabilitu

R b v
feSeni metody. Pro - bude metoda konvergovat vzdy.

A, ||b A, b A, ||b
il = ||e == 2| £ 2|2 £ e 2] < e 20
e I Tanly ll, * g lnll, = an i fiall, 1= 1he 20
Nasledné celou nerovnici upravime a vytkneme konstanty (21).
b A A A
glle = |12 - [J¢ o e e e < i
all, I T4, = Al ™ 7 T4 D

1 . . ~
Iblle =l x4, + A, £+ A, | <lirll.
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A ~ . A
—L = A az —2—=
lA1lle lAnlle

az A,, dosahnout maximalni hodnoty + 1, napi. 4; = (1,0) 7, 4; = (—=1,0) 7, 4; = (0,—1) T nebo 4; =

(0,1) T. Z tohoto diivodu se celkova velikost souétu prvkil na pozici j normovanych vektort 4, az 4,

Jelikoz vektor A, jsou normované, miize velikost jednoho z prvkd A,
y nJ J p

bude pohybovat v maximalnim intervalu (0,xn);. Prvni extrém odpovida situaci, kdy se vektory
vzajemné odectou. Druhy extrém odpovida situaci, kdy existuje vzdy jeden prvek vektoru s maximalni
hodnotou * 1, zbylé prvky musi byt nulové. Pokud je pozice j maximalniho prvku ve vektoru 4, az 4,
stejnd, mizeme dosahnout maximalniho souctu + n (22).

tA;; t Ay £+ Ay €(0,n); j=12,..,m (22)

Celou nerovnici vyjadiime zjednoduSenym vztahem 23. PficemZz vystupem znormy
[1(¢0,%£n)1,(0,£n),,...,{0,£Nn),,) |l musi byt opét &islo z intervalu (0, n).

1
Iblle ——1Iblle - 1I(€0,£1}1,{0,£1)5,.. ,(0, Mm) " lle < Tl (23)

Reseni se bude pohybovat mezi dvéma extrémy. Prvni extrém odpovida vzajemnému odedteni
vektorti. Potom z vektoru b zadny vektor neodecteme a reziduum 7 bude odpovidat vektoru b (24).

1
Iblle ——lIblle - llolle < lirlle
lblle = lIrlle

24

Druhy extrém odpovida situaci, kdy dosahneme maximalniho souctu. Naptiklad v ptipadé prvniho
prvku je velikost normy [|(£n,0,+-,0)T||, = n. Reziduum 7 pak bude vé&tsi, nebo rovno nule (25).

1
IBlle =~ 1Bl - lI(£n,0,- 0)"le < lIrll.

1 25
IBlle =~ bl - < Il 2

0 < |Irlle

Nyni miizeme konstatovat, ze velikost rezidua ||7||, se bude vzdy pohybovat v intervalu {0, ||b||,.),
jelikoz dle nerovnice 24 a 25 se musi pohybovat mezi témito extrémy. To znamend, ze se ||r||, musi
v kazdém kroku metody zmenSovat az na mezni situaci ||r|l, = ||b|l.. Je spInéno tzv. D’Alembertovo
kritérium konvergence. Mezni situace |[r||, = ||b]|, mize zapfi¢init divergenci, stagnovani a oscilaci
algoritmu. D’Alembertovo kritérium zarucuje konvergenci, ale neni zarukou limitni konvergence k nule.
Algoritmus by mohl konvergovat k jiné hodnoté. Zavedeme si proto do metody proménnou o, ktera bude
nabyvat ndhodnych hodnot v intervalu (0,1). Pfi volb& nevlastniho feSeni soustavy nebudeme délit cely
vektor b, resp. by, by, atd. na stejné ¢asti, ale pouze jeho ndhodnou &ast z intervalu (0,1) (26). Tento krok
nam odstrani problémy pro mezni situace a také zaruci konvergenci algoritmu k nule. Zavedeni
nahodného prvku muize také zlepsit rychlost konvergence.

Sy

b b
Ea"av‘no: o-— (26)

V1o = O"E,Vzo= g-

S
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Pti popisu metody relaxace tthlu jsme uvazovali, Ze se kazda relaxace vektoru nevlastniho feSeni
soustavy provadi zvlast. To miizeme za béznych okolnosti fesit né¢jakym podprogramem, ktery bude
tolikrat volany, kolik existuje proménnych, resp. podle poctu vektorti nevlastniho feSeni soustavy. Pozn.:
tento princip je velmi vhodny pro paralelizaci vypoctu. Abychom udé¢lali algoritmus co mozna nejvice
nazorny, piepiSeme jej do maticové podoby. Chceme, aby se relaxace uhlu provedla pro vSechny vektory
najednou, tzn. budeme pocitat se vSemi vektory, které utvoii dohromady jednu matici. To prispéje k lepsi
nazornosti celého algoritmu (viz obr. 6).

P.=0
K= (1’411’42 ’An)

1
ry = bk_Pk<1>
“/na

While (neni podminka zastaveni)
Tk Tk r_k)

n n n
L

be= |5
n e

Z, = Sgn (dlag((Vk + K- lk)T . (Vk + K- lk) - (Vk — K- lk)T . (Vk — K- lk)))

Zy, - O
Zk = S ‘., S
0 o Zkn

Pk+1= O'k'lk'K'Zk+ Pk

1
Tt = bk_Pk'<1>
1
End

T
. (ﬁ Paj ﬁ)
A

Obr. 6 Metoda relaxace thlu v maticové podobé

Pii popisu vlastnosti metody relaxace thlu budeme zkoumat chovani algoritmu pfi feSeni
vybranych typl soustav linearnich rovnic vice proménnych, resp. vybranych matic soustavy. Bude nas
zajimat vliv velikosti matice soustavy a Cisla podminénosti matice soustavy na rychlost konvergence
metody. Dale provétime konvergenci pro obdélnikové, trojuhelnikové, singularni a fidké matice. Pro
srovnani budeme fesit stejnou ulohu pomoci jiz zavedenych metod:

e Jacobiova metoda (iteracni metoda)

e  Gauss-Seidelova metoda (iteracni metoda)

e Metoda sdruzenych gradientti (itera¢ni metoda)

e Reseni pomoci Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze (p¥ima metoda)

e Obecna metoda x=A\b MATLAB (pfima metoda dle typu matice)
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Porovnani provedeme v softwaru MATLAB. Jako ¢asova reference nam poslouzi obecna metoda
implementovana v softwaru MATLAB pro feSeni soustav linearnich rovnic vice proménnych (instrukce
x=A\b). Tato instrukce je maximalné programov¢ optimalizovana a podle typu matice soustavy vybere
vzdy nejvhodnéjsi piimy algoritmus feSeni. Tim zajistime ¢asové porovnani s jednou z téch nejlepSich
obecnych metod. Co se tyka pfimych numerickych metod, otestovali jsme Mooreovu-Penroseovu
pseudoinverzi (dale jen pseudoinverze) [3], ktera je postavena na singularnim rozkladu SVD (singular
value decomposition) matice soustavy A. Pseudoinverze je metoda, kterd je oproti ostatnim pfimym
metoddm pomalejsi, ale dostatecné robustni, aby si poradila se Spatné¢ podminénymi i obdélnikovymi
maticemi soustavy A, coZ je vidét na vysledcich naseho prvniho experimentu (viz tab. 1).

V tabulce 1 mlzeme vidét porovnani vybranych numerickych metod a jejich uspésnost
(konvergenci) pro matice soustavy s pfedem definovanymi vlastnostmi. Pro kazdou matici soustavy je
vzdy uveden seznam vlastnosti a informace o konvergenci vybrané metody. V tomto testu obstala velmi
dobfe nova metoda relaxace tihlu, ktera konverguje ve vSech ptipadech bez ohledu na vlastnosti matice
soustavy. Tzn. i pro obdélnikové matice. To neni u iteranich metod bézné. Muzeme konstatovat, Ze co
do robustnosti feSeni dopadla metoda relaxace ihlu stejn¢ dobie jako pseudoinverze. V tomto testu jsme
nesledovali rychlost konvergence, ale pouze schopnost piiblizit se k feSeni bez ohledu na Cas.

Tab. 1: Porovnani konvergence vybranych numerickych metod

Matice soustavy

=
= 3 )
— - ©
c o = © © = ~© c S S
g = ‘© Y > o 2 © v
Vlastnosti o = c Sw o N S > o > ° Rozmér
= < o = c o] (] >0 e b o c
e} S WS o ~ = = 3 = 2
° E] © c W ¢ o 2 o E S &
i) < o < 2
> © T n . © =] e g S (=) °
£ o T — O B = a = — a
= o
o
ac

Pozitivné definitni

Diagonalné dominantni

Ridka

Nuly na diagonale

Symetricka

Trojuhelnikova

Tridiagonalni

Regularni

m>n

Obdelnikova
n<m

Metoda Konvergence pro jednotlivé numerické metody Typ

Iteracni

Jacobiova metoda

Gauss-Seidelova metoda Iteracni

Metoda sdruzenych gradientl Iteraéni

Pseudoinverze Pfima

Metoda relaxace thlu Iteraéni

Casové porovnani vybranych metod jsme provedli v nasledujicim experimentu. Aby
konvergovaly vSechny metody, pracovali jsme vyhradné s diagonaln¢ dominantnimi maticemi. Postupné
jsme zvétSovali velikost matice a méfili ¢as potiebny pro vyfeSeni soustavy linedrnich rovnic. Vzdy
existovalo pouze jedno feSeni soustavy h(A) = h(A|b) = n. Iteratni metody jsme zastavili, pokud norma
rezidua ||r||, byla mensi jak 0.01, nebo pocet iteraci dosahl 20 000. Pro kazdou velikost matice jsme
provedli vypocet pro sto ndhodné vygenerovanych soustav linedrnich rovnic. V tabulce 2 jsou uvedeny
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primémé hodnoty ze vSech méfeni pro danou velikost matice soustavy. Na obrazku 7 jsou znazornény
primérné casy v grafu.

Tab. 2: €asové porovnani vybranych numerickych metod pro étvercové matice

Matice m=n @ Cas [s] @ Pocet iteraci
Qo 3 3
g 5 8 5 8
3 | 2 | 3 8 | g | 8| 5| 8| g | %
o = [ S o £ ) S <] €
&5 < 3 5 = ® © 3 < ® ©
S 3 g > 2 = 3 g 2 = 3
= © © = c © ko) ® c © o
fie it 3 3 2 3 N 3 he 2 N 3 ke
= © © 3 = a 3 © 2 5 3
o £ g ¢ 7 g g g 3 g 5
3 E ° & @ X 2 )5} © & @
© 8 = B ? = B8 ®
2 3 o 3 ©
(@] = =
2 2 2.455 0.002 0.025 0.010 0.012 0.014 0.010 36 3 8 5
3 3 3.236 0.002 0.027 0.010 0.012 0.015 0.012 61 4 10 6
4 4 4.203 0.002 0.028 0.010 0.012 0.015 0.012 88 5 12 7
5 5 4.726 0.002 0.031 0.010 0.015 0.015 0.012 115 6 16 8
6 6 5.485 0.002 0.032 0.010 0.016 0.015 0.013 141 7 19 9
7 7 5.299 0.002 0.033 0.010 0.016 0.015 0.012 171 8 21 9
8 8 6.376 0.002 0.034 0.010 0.015 0.015 0.013 199 9 27 10
9 9 6.199 0.002 0.035 0.010 0.015 0.018 0.013 224 10 231 1"
10 10 7.013 0.002 0.037 0.010 0.016 0.016 0.013 254 1 82 1"
20 20 9.813 0.003 0.059 0.011 0.016 0.081 0.014 553 21 4273 18
30 30 12.457 0.003 0.093 0.012 0.018 0.039 0.015 892 31 1109 26
40 40 15.335 0.003 0.223 0.016 0.022 0.042 0.017 1456 38 748 34
50 50 18.615 0.003 0.433 0.015 0.020 0.041 0.016 2173 46 587 45
60 60 21.318 0.003 0.706 0.016 0.020 0.041 0.017 2941 51 518 53
70 70 24.527 0.003 1.154 0.017 0.021 0.044 0.019 3947 57 458 67
80 80 28.056 0.003 1.777 0.018 0.021 0.045 0.021 5057 65 422 78
0 90 31.106 0.004 3.456 0.022 0.023 0.053 0.025 6238 72 393 94
100 100 35.357 0.004 6.193 0.026 0.028 0.094 0.044 8007 82 370 113
Obecna metoda Matlab Metoda relaxace uhlu Pseudoinverze
Metoda sdruzenych gradient’ B Jacobiova metoda Gauss-Seidelova metoda
0.200
0.150
I
» 0.100
©
0
0.050 | ‘
2 3 5 6 8 9 10 20 40 50 60 70 80 90 100
Velikost matice

Obr. 7 Cas potfebny pro vyfeseni soustavy linearnich rovnic vybranych numerickych metod
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Dale jsme testovali vliv ¢isla podminénosti matice soustavy (27) na rychlost konvergence metody
relaxace uhlu (viz. obr. 18). Pro stejné velkou soustavu linearnich rovnic n = 10 jsme generovali matice
soustavy se stale vétSim Cislem podminénosti. Zastaveni metody bylo opét podminéno normou rezidua
[[r]le < 0.01, nebo dosazenim poétu iteraci 20 000.

Cislo podminénosti se urcuje v softwaru MATLAB dle vztahu 27. Pseudoinverze umoznuje
stanovit ¢islo podminénosti i pro singularni matice, které nejsou invertovatelné.

x(4) = |lAlle - 1A%l 27)

® Metoda relaxace uhlu

6

5 %

4 0®g
°

Cas [s]
®
[
" ..
®
i -
[ N )
&
£ 3
<

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Cislo podminénosti

Obr. 8 Vliv cisla podminénosti matice soustavy na rychlost konvergence metody relaxace thlu, n = 10

Zasadni vliv na rychlost konvergence metody relaxace uhlu ma také velikost soustavy linearnich
rovnic. Tento vliv jsme testovali postupnym generovanim stale vétSi soustavy linearnich rovnic, kde
matice soustavy méla stale stejné ¢islo podminénosti. To bylo rovno jedné, tzn. nejlepsi mozna hodnota.
Timto zptisobem jsme zabranili vlivu ¢isla podminénosti na rychlost konvergence v tomto experimentu
a méfili jsme hlavné cas ovlivnény velikosti soustavy. Rychlost konvergence metody relaxace tihlu
v zévislosti na velikosti soustavy linearnich rovnic je vidét na obrazku 9.

® Metoda relaxace Uhlu

Cas [s]
N w B [95] [e)] ~

0 20 40 60 80 100 120

Velikost soustavy linenarnich rovnic

Obr. 9: Vliv velikosti soustavy linearnich rovnic na rychlosti konvergence metody relaxace thlu, k(A) = 1
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Do této chvile jsme pracovali pouze s ¢tvercovymi regularnimi maticemi, kde soustava linearnich
rovnic méla vzdy jedno teSeni. JelikoZ metoda relaxace tthlu umi nalézt feSeni pro obdélnikové matice,
provedli jsme ¢asové porovnani i pro tento typ soustav linearnich rovnic (viz tab. 3). Pro porovnani jsme
ponechali pouze metodu relaxace thlu a vybrané piimé metody, jelikoz zbylé iteracni metody pro
obdélnikové matice nelze pouzit. Opét jsme generovali rizn¢ velké matice a pro sto ndhodnych ptipadi
soustav linearnich rovnic jsme stanovili primémy Cas feSeni. V piipad€, Ze matice soustavy byla
preur¢end m > n, existovalo pouze jedno feSeni soustavy linearnich rovnic. V pfipad¢, Ze matice soustavy
byla nedostatecné¢ urcend m < n, existovalo nekonecné mnoho feSeni soustavy linedrnich rovnic.
Podminky zastaveni iteracni metody relaxace hlu jsme opét ponechali stejné, tzn. ||r||, < 0.01, nebo
20 000 iteraci.

Tab. 3: Casové porovnani vybranych numerickych metod pro obdélnikové matice

Matice m<n @ Cas [s] Matice m>n @ Cas [s]
8 8
® B
= s 2 - = 2
Z o] S o) 3 =2 = (]
RS < 3 & = < 8 N
£ * g 2 = x g 2
E © & g E © & g
(ORI S S A A LN RS SR N R
o = g @ o = % @
Xz “© 3 o L2 @ @ o
© 3 = © 3 =
Q Q9
(@) (@)
2 3 2.557 0.002 0.029 0.011 3 2 2.371 0.002 0.026 0.010
3 4 3.440 0.002 0.027 0.010 4 3 3.476 0.002 0.027 0.010
4 5 4.227 0.002 0.030 0.010 5 4 4.100 0.002 0.028 0.010
5 6 5.034 0.002 0.031 0.010 6 5 4.666 0.002 0.031 0.010
6 7 5.568 0.002 0.032 0.010 7 6 5.322 0.002 0.031 0.010
7 8 5.789 0.002 0.033 0.010 8 7 5.950 0.002 0.032 0.010
8 9 6.132 0.002 0.034 0.010 9 8 6.667 0.002 0.034 0.010
9 10 6.868 0.002 0.035 0.010 10 9 6.736 0.002 0.035 0.010
10 11 7.225 0.002 0.036 0.010 11 10 6.912 0.002 0.037 0.010
20 21 10.095 0.002 0.052 0.010 21 20 9.579 0.002 0.050 0.010
30 31 12.322 0.002 0.081 0.011 31 30 12.661 0.003 0.083 0.011
40 41 15.737 0.003 0.222 0.015 41 40 14.872 0.003 0.211 0.016
50 51 18.345 0.004 0.470 0.015 51 50 18.564 0.003 0.449 0.015
60 61 21.848 0.004 0.833 0.016 61 60 21.372 0.003 0.761 0.016
70 71 25.128 0.004 1.372 0.018 71 70 24.914 0.004 1.294 0.018
80 81 28.283 0.004 2.384 0.021 81 80 28.310 0.004 2.058 0.020
90 91 31.901 0.004 3.779 0.022 91 90 31.678 0.004 3.458 0.021
100 101 35.316 0.004 6.356 0.024 101 100 34.946 0.004 6.230 0.025

V tuto chvili mizeme shrnout dosazené vysledky znaSeho druhého experimentu. V ramci
porovnani casu potfebného k vyfeSeni soustavy linearnich rovnic dopadla metoda relaxace thlu ze vSech
vybranych numerickych metod nejhiie. Nartst casu v zavislosti na velikosti matice a ¢islu podminénosti
je umetody relaxace uhlu tak razantni, ze se velice rychle dostavame do fadu sekund. Ptijateln€ 1ze pouzit
metodu relaxace hlu pro matice zhruba do velikosti m,n < 10, kde se pohybuje ¢asova naro¢nost v ramci
nékolika desitek milisekund. To je stale dvakrat az tfikrat vice, nez u ostatnich itera¢nich metod. Oproti
dobrym (obecnym) piimym metodam je rozdil jesté vétsi (viz obr. 7). Z toho divodu nemtizeme doporucit
metodu relaxace thlu jako jednu z obecnych iteracnich metod pro feSeni soustav linearnich rovnic.
V obecném piipadé bychom pouzili pro malé soustavy linearnich rovnic né&jakou piimou metodu. P¥ima
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metoda bude totiz pro malé soustavy linearnich rovnic daleko rychlejsi, nez metoda relaxace tthlu. Pro
velké soustavy linearnich rovnic zase neni mozné metodu relaxace thlu kviili nartstu vypocetniho casu
pouzit. V tomto pfipadé pouZzijeme radé¢ji vybranou iteracni metodu. Z hlediska dosazenych casovych
vysledkil neni vidét velky rozdil mezi piipadem se singularni a reguldrni matici soustavy. V obou
ptipadech je zde stejny problém s narGstem vypocetniho Casu. Zasadni vliv na nariist ¢asu u metody
relaxace thlu ma fakt, ze v kazdém iteracnim kroku musime provést n relaxaci thlu. Tento pocet bude
tim vétsi, ¢im bude vétsi velikost soustavy. Pro snizeni ¢asové narocnosti metody se zde nabizi moZznost
paralelizace vypoctu, jelikoz mizeme kazdou relaxaci thlu pocitat nezéavisle. Proti zhorSené konvergenci
u Spatné podminénych soustav mizeme nasadit znamé techniky pfedpodminovani, napt. Jacobiho
predpodminovani [3], nekompletni Cholského faktorizaci [3] apod..

Nabizi se zde otazka, k jakému feSeni konverguje metoda relaxace thlu v ptipade, kdy ma
soustava linearnich rovnic nekone¢né mnoho feSeni h(4) = h(A|b) < n, a v piipad€, kdy zadné feSeni
nema h(A) < h(A|b). V ramci testu s obdélnikovymi maticemi jsme vyzkouseli, Ze se metoda relaxace
uhlu snazi v obou piipadech minimalizovat reziduum. V pfipadé, kdy ma soustava nekone¢né¢ mnoho
feseni, se zbytkové reziduum blizi k nule. Praub¢h feSeni se postupné ustali. Ukazuje se, Ze norma tohoto
feSeni se blizi k norm¢, kterou nalezneme pomoci pseudoinverze, tzn. feSeni nejmensi v euklidovské
normé ||xzixlle = l|xpsplle < llyllo. Porovnani velikosti této normy pro obé& metody pro sto ndhodné
vygenerovanych soustav linearnich rovnic o velikosti n = 10 s nekone¢né mnoho feSenimi je znazornéno
na obrazku 10. Na tomto obrazku mizeme vidét, Ze metoda relaxace (ihlu kopiruje co do velikosti [|xg.x .
hodnoty, které bychom dostali pomoci pseudoinverze |[xpgpll.. Jsou zde samoziejmé odchylky, jelikoz
metoda relaxace thlu se k hodnoté nulového rezidua pouze blizi. Proto nedostaneme po kone¢ném poctu
iteraci absolutné ptesné feSeni, a tedy stejné velkou normu. Také vysledné feSeni se  u obou metod mtize
hodnotové vyrazné 1isit i pro téméF stejné velkou normu, tzn. Xz x # Xpsp pro | Xzixlle = |xpsplle. Je
to dano tim, Ze pracujeme se singularni matici soustavy, kde kazda mala neptfesnost, nebo zaokrouhleni,
mize zpusobit velky rozdil v feSeni soustavy.

Pseudoinverze Metoda relaxace uhlu
24

22
20

tavy x

18
16

’

v

14

reseni sous

v

12
10

Norma

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Soustava

Obr. 10: Norma || x|, pro sto ndhodné generovanych soustav linedrnich rovnic s nekoneéné mnoho feSenimi

V ptipadé¢, kdy soustava linearnich rovnic nema zadné feSeni, se metoda relaxace thlu snazi
minimalizovat reziduum. Neni ov§em schopnd dosahnout nulové hodnoty rezidua a osciluje kolem
minimalni hranice. Dosahnout nulové hodnoty ani nemuze, jelikoz zadné piesné feSeni soustavy
neexistuje. Prib¢h feSeni se postupné ustali a osciluje kolem urcité hodnoty. I v tomto ptipadé jsme
provedli test porovnani norem pro sto nahodné vygenerovanych soustav n = 10. Nejde v8ak o porovnani
euklidovské normy FeSeni soustavy, ale o euklidovské normy rezidua ||b — A - x||,, (obr. 11). Na obrazku
11 je jasn€ patrné, Zze metoda relaxace Uhlu kopiruje hodnoty rezidua, které ziskame pomoci
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pseudoinverze. Na zaklad¢ tohoto experimentu miZeme usuzovat, Ze i v piipad€ soustavy linedrnich
rovnic, které nemaji jasné feseni, se bude metoda relaxace uhlu s nejvétsi pravdépodobnosti blizit k feSeni
s negjmen§im reziduem stejné jako pseudoinverze ||b — A - xgixlle = ||lb — A xpsplle < |lb—A-yll,.
Reseni soustavy ziskané metodou relaxace (thlu opét nemusi byt zcela identické s feSenim, které ziskame
pomoci pseudoinverze i pro stejné velkou normu rezidua, tzn. Xz x # Xpsp pro ||b — A - xgixlle =
[|b—A-xpsplle. Velky vliv ma pravé oscilace algoritmu. Proto se feSeni soustavy méni i pfi relativnim
ustaleni rezidua kolem minimalni hodnoty.

Pseudoinverze Metoda relaxace uhlu
450

400
350
300
250
200
150
100

50

Norma rezidua

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Soustava

Obr. 11: Norma ||b — A - x||, pro sto ndhodné generovanych soustav linearnich rovnic bez feseni

V tuto chvili madme odzkousSeny zékladni vlastnosti metody relaxace thlu. Je nutné konstatovat,
ze vSechny vlastnosti byly ovéfeny experimentalné na dostatecném mnozstvi piipadd soustav linearnich
rovnic. Teoretickymi dlikazy dil¢ich vlastnosti, krom¢ samotné konvergence, jsme se vramci této
disertacni prace nezabyvali. Dal§i zkoumani metody by bylo vhodné provést odbornikem z oblasti
matematiky, ktery mize vySe popsané vlastnosti dale ovefit a objasnit pficiny tohoto chovani.

Na zaklad¢ naseho zkoumani ma metoda relaxace uhlu nasledujici vlastnosti:

e pokud ma soustava A-x = b jedno feSeni h(A) = h(A|b) = n, tak metoda relaxace uhlu
konverguje k tomuto fesent,

e pokud ma soustava A-x = b nekonetné mnoho feSeni h(A) = h(A|b) < n, tak se metoda
relaxace uhlu blizi k feSeni nejmensi v euklidovské normé |[xg.xlle = |[xlle < [lylle,

e pokud soustava A - x = b nema feSeni h(A) < h(A|b), tak se metoda relaxace thlu blizi k feSeni
s negjmensim reziduem v euklidovské normé ||b — A - xg;xlle = |lb—A-x|l. <|lb — A- yll.,

e vypocet funguje i pro obdélnikové matice,

e metoda relaxace thlu vykazuje tak vysoky nartst vypocetniho ¢asu v zavislosti na velikosti matice
a Cislu podminénosti matice soustavy, Ze se neda uvazovat jako nova obecna metoda pro vypocet

soustav linearnich rovnic.
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Cilem dalsi casti disertacni prace bude oblast robotiky a vypocet inverzni kinematické tlohy
v robotice na zakladé metody relaxace thlu. Nenechame se odradit Spatnymi ¢asovymi vysledky metody
v ramci feSeni soustav linedrnich rovnic a pokusime se vyuzit jejich lepSich vlastnosti. Budeme vychazet
z faktu, ze metoda relaxace thlu ma co do vysledkd obdobné feseni jako pseudoinverze a stejné jako
pseudoinverze je schopna pracovat s obdélnikovymi maticemi. Mlizeme si predstavit, Ze se jedna o urcitou
iteracni obdobu pseudoinverze, ktera vysledné feseni odhadne. Vyhodou je, Ze v ramci vypoctu inverzni
kinematické ulohy v robotice matice nedosahuji takovych velikosti. Ve vétSine piipadech ma matice
soustavy (Jacobiho matice) maximalné Sest fadkd a pocet sloupcii je omezen hodnotou n < 10, jelikoz
pocet os sériove vyrabénych robotil nepiesahne ve vétSin€ ptipadl tuto hodnotu. Vice nez rychlost je tedy
diilezita robustnost algoritmu vii¢i ménici se podob¢€ matice soustavy pro rtizné postaveni robota. Prave
z tohoto diivodu se v soucasné praxi hojné vyuziva pseudoinverze, ackoliv miize byt vici jinym pfimym
metodam pomalejsi. Pokusime se proto Casto pouzivanou pseudoinverzi nahradit metodou relaxace thlu
a ukazeme si vlastnosti tohoto feSeni.

Inverzni kinematicka uloha v robotice [9] je zobrazeni z prostoru polohy koncového bodu
kinematické struktury T do prostoru kloubovych soufadnic 8. To znamena, ze zname polohu koncového
bodu v kartézském soufadnicovém systému Ty, resp. homogenni matici transformace Ty, a hledame
polohy vSech rotacnich vazeb 6 = (6g,84,...,0,) (rovnice 28).

6= f(T) (28)

Nez se pustime do feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice pomoci metody relaxace thlu,
udélame si jesté kratky prehled zndmych a casto pouzivanych metod. Z matematického hlediska znamena
feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice hledani feSeni nelinedrnich rovnic. Nejjednodussi
a nejpresngjsi strategii feSeni inverzni kinematické ilohy v robotice je upravit nelinearni rovnice tak,
abychom neznamé mohli explicitné vyjadtit. V odborné literature [21] se miizeme setkat s pojmenovanim
explicitni vyjadieni jednoduché. Takovou pomyslnou hranici jsou piiblizn€ tfi neznamé rotacni vazby.
Existuji také vyjimky pro n€které specialni kinematické struktury, kde i pro vétsi pocet rotacnich vazeb je
explicitni vyjadieni stale mozné. Typickym piikladem je angularni kinematickd struktura robota s Sesti
rotacnimi vazbami. Kinematickou dekompozici [19] mlzeme rozdélit feSeni na dvé samostatné tilohy.
Jedna uloha bude pro osy robota 1-3 (manipulator) a druha pro osy robota 4-6 (zapé&sti). Kazda uloha pak
bude mit maximalné tfi neznamé, tzn. dojde k vyraznému ulehCeni vypoctu. Dalsi vyznamnou skupinou
jsou metody postavené na numerickém feSeni nelinearnich rovnic. Z obecné znamych numerickych
algoritmtl feSeni soustav nelinearnich rovnic je to napt. Newtonova metoda [3], nebo Gradientni metoda
[3]. Tak jako Newtonova metoda, tak i dal§i numerické algoritmy v robotice vychazeji ze znalosti Jacobiho
matice, napf. metoda pseudoinverze Jacobiho matice [20], metoda transponované Jacobiho matice [20],
nebo metoda nejmensSich Ctvercli s tlumenim, znama jako algoritmus Levenberg-Marquardt [20].
Numerické metody pouzijeme tehdy, pokud nejsme schopni explicitné hledanou polohu rota¢nich vazeb
vyjadiit, tzn. pro Ctyfi a vice neznamych rotacnich vazeb, pokud uvazime naSe piiblizné omezeni pro
explicitni vyjadfeni. Posledni kategorii feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice jsou metody
heuristické, které jsou vhodné jako alternativni feSeni problému, pokud jsou klasické numerické metody
prili§ pomalé, nebo pro nalezeni aproximace feSeni, pokud ostatni metody selhavaji. Jsou to metody
postavené vétSinou na jednoduchém geometrickém principu. Ten vSak nemusi byt funkéni pro vSechny
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kinematické struktury. Mezi heuristické metody patfi popularni algoritmus CCD (Cyclic Coordinate
Descent) [27], ktery se hojné vyuziva pfi animaci a v hernim primyslu. Velmi dobry algoritmus je také
FABRIK (forward and backward reaching inverse kinematics) [29], ktery ma dokonce lepsi vysledky nez
CCD. Je vsak nutné poznamenat, Ze neexistuje univerzalni metoda. Vzdy najdeme vyjimky, jako v ptipade
kinematické dekompozice pro angularni kinematickou strukturu. Proto musime pfi vybéru vhodné metody
vychazet ze znalosti kinematické struktury a z pozadavka aplikace.

Abychom mohli pouzit metodu relaxace uhlu pro feSeni inverzni kinematické tlohy v robotice,
zaméetime se na postupy, které vychdzi ze znalosti Jacobiho matice, tzn. na Newtonovu metodu, metodu
pseudoinverze Jacobiho matice a algoritmus Levenberg-Marquardt. Vybrané metody upravime do podoby
soustavy linedrnich rovnic 4 - x = b, aby byly nasim novym algoritmem relaxace uhlu feSitelné.

Itera¢ni pfedpis pro Newtonovu metodu s pseudoinverzi Jacobiho matice J(0;)* je popsan
vztahem 29. Obecny princip Newtonovy metody je uveden napt. zde [3]. Prvni krok Newtonovy metody
vychazi z pocatecniho odhadu 8. Abychom vlivem nespravného pocate¢niho odhadu 8 nekonvergovali
k néjakému lokalnimu minimu, tzn. ke Spatnému teSeni, doporucuje se volit @ na zakladé¢ znamého
postaveni kinematické struktury, které bude blizké Zadané hodnoté. Obecn€ pro numerické metody plati,
Ze pii feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice vychazime ze znamé pozice kinematické struktury
a hledame reseni v n¢jakém blizkém okoli. Pro velké zmény zadané hodnoty nemust iteracni ptedpis kvili
nelinearité rovnic fungovat. Toto se v praxi fesi rozdélenim zmény zadané hodnoty do nékolika mensich
kroktl, které nas postupné dovedou k cili. Uprava itera¢éniho piedpisu Newtonovy metody do podoby
soustavy linearnich rovnic 4 - x = b je popsana vztahem 30.

Ois1= 0k —J(0x)" - T(6y) (29)

J(6y) - 0p1 = J(6y) - 0 + T(6) (30)

Metoda pseudoinverze Jacobiho matice vychazi zrovnice 31, ktera popisuje zavislost mezi
uhlovou rychlosti jednotlivych os a rychlosti koncového bodu v kartézském souradnicovém systému. Po
jeji linearizaci v néjakém malém okoli koncového bodu kinematické struktury ziskame rovnici 32. Zména
koncového bodu AT mezi aktualni a zadanou hodnotou je reziduum r, které chceme minimalizovat.
Chceme najit takovou zménu A@, kterou kdyz pficteme k aktudlni hodnoté O, tak dosdhneme
pozadovaného cile. Tomuto principu odpovida iterac¢ni predpis metody pseudoinverze Jacobiho matice
(33). Casto se uvadi v podobg, ktera odpovida feSeni pomoci metody nejmensich &tverct, tzn. rovnice 33
je jesté vynasobena z obou stran JT(8;). To pak vede na iteraéni piedpis 34.

0% Gh

J(6) A6 = AT = 1 (32)

Ori1= 0+ J(O))" -1 (33)

Buss = B+ J7(81) - ((8) T (8,)* -7 (34)

Opét mizeme vztah 33 upravit do podoby soustavy linearnich rovnic 4 - x = b (35). Je nutné
konstatovat, ze pro potfeby feSeni pomoci metody relaxe uhlu je tento vztah daleko vyhodnéjsi, nez
predpis vychdzejici z metody nejmensich Ctverci (34). Metoda nejmensich ¢tvercli zbytecné zhorSuje
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vyslednou podminénost matice soustavy. Metoda nejmensi Ctvercii je vyhodnd pro nasazeni
pseudoinverze, jelikoz ziskdvame potiebnou symetrickou pozitivné definitni matici jiz
v zékladnim iteraénim piedpisu J(8y) - JT(0;). Budeme proto preferovat Cistou linearni zavislost, ktera
z hlediska podminénosti matice povede k lepsim ¢asovym vysledkim.

J(8y) - A0y = 1y

0k+1 = Gk + Agk

Tteti a posledni metodu, kterou upravime, bude algoritmus Levenberg-Marquardt (36). Nejedna

se o nic jin¢ho, nez o metodu nejmensich Ctvercd s tlumenim. Itera¢ni predpis 34 je navic vybaven

(35)

konstantou A, ktera se v robotice pouziva pro omezeni velkych skokovych zmén v oblasti singularity.

1= Oi+ JT(0k) - (J(0r) -JT(8i) + 22 -D)* -1y (36)

Pti tpravé vztahu 36 do podoby soustavy linearnich rovnic se budeme op¢ét snazit obejit zbyte¢né
navyseni Cisla podminénosti vysledné matice soustavy. Metodu nejmenSich Ctverct zredukujeme na
linearni zavislost, ale konstantu tlumeni A ponechame. Ve vysledku se nejednd o nic jiného, nez
o roz§ifeni soustavy o né€kolik dalSich rovnic (37). Zapracovani konstanty tlumeni nas bude stat néjaky
iteracni Cas navic, jelikoZ vysledna soustava linearnich rovnic bude o néco veétsi.

(1/1(20.;(1) ) 80, = ('g) (37)
Op+1 = 0 + AGy

Ted’ uz ndm nezbyva nic jiného, nez vyse popsané numerické metody feseni inverzni kinematické
ulohy v robotice odzkouSet a vzajemné¢ porovnat. Bude nas zajimat schopnost algoritmu sledovat
predepsanou trajektorii. V nasem piipadé¢ to budou dvé kruznice vykreslené koncovym bodem
kinematické struktury. Z toho jedna bude prochézet singularni polohou. Parametry algoritmu nastavime
tak, aby maximalné odpovidaly pozadavkim realného fizeni. Porovnani numerickych metod provedeme
pro n plandrnich manipulatord a pro primyslového robota KUKA KR210 R2700 EXTRA, ktery je
nejéastéj$im typem nasazenym v ramci svafoven firmy SKODA AUTO a.s. U standardnich primyslovych
robotil se opakovatelna presnost pohybuje v setinach milimetr. U robota KUKA KR210 R2700 EXTRA
je to £0,06 mm. V naSem testu pfevezmeme tuto hodnotu jako podminku zastaveni numerické metody,
tzn. max|r,| < 0,06. Co se tyka Casovych naroki, roboty KUKA aktualizuji pozadovanou hodnotu
polohy vIPO (Input-Process-Output) taktu 12 ms. Budeme proto pozadovat, aby bylo dosazeno
predepsané presnosti v tomto Case.

Kinematicka struktura planarniho manipulatoru bude slozena z n rotacnich vazeb a n spoji (viz
obr. 12). Délka jednoho kinematického spoje [ bude pro zjednoduseni vzdy stejnd. Koncovym bodem
planarniho manipulatoru budeme vykreslovat kruznici s primérem d a thlovym krokem a. V prvnim
ptipad¢ bude kruznice za¢inat v ndhodném postaveni mimo singularni polohu planarniho manipulatoru.
V druhém pfipad¢ bude kruznice zacinat v singularni poloze planarniho manipulétoru, tzn. pro 8 = o,
a zase v ni kon¢it. Postupné budeme ménit parametry planadrniho manipulatoru a méfit ¢as potiebny pro
dosazeni pozadované piesnosti u jednotlivych numerickych metod. Velikost planarniho manipulatoru
bude maximalné n = 10, tzn. velikost bude omezena nami zvolenou mezi nejcastéji realizovanych robotu.
Orientace koncového bodu nebude piedepsana. Trajektorie bude definovana pouze polohou v roviné x

ay.
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Obr. 12: Planarni manipulator s n rotacnimi vazbami a n spoji obkreslujici kruznici s Ghlovym krokem a

Tab. 5: Casové porovnani vybranych numerickych metod pfi feseni inverzni kinematické tlohy v robotice planarniho

manipulatoru z obrazku 12

Pseudoinverze

Metoda relaxace uhlu

=
g Bez pruchodu singularitou S priichodem singularitou Bez prachodu singularitou S priichodem singularitou
©
SN0 S AU TN S SN RO SR S S R
~ ) £ 2 & £ 2 & £ £ & £ £ &
T | E g 3 3 g 3 3 g 8 3 g 3 3
S ® <} o =] 2 o o 1) 1} =) 2 o o
= 5 5 = 2 5 = 2 5 3 3 5 3 3
s | = g 5 | 3 g 5= B 5= : 5
z 2 o 3 2 g 3 2 o & 2 o 3
= = | = 4 é | é 4
2
metody potiebny pro vypocet jednoho Uhlového kroku [ms] s pozadovanou pfesnosti £0.06 mm
2 0.67 0.72 0.67 1.29 0.69 5.92 1.56 1.75 10.88 7.21 5.17
3 0.84 0.81 0.84 1.49 0.89 13.49 1.57 1.40 587.38 71.92 47.67
4 0.92 1.18 1.06 1.84 1.07 36.59 1.47 1.44 14.24 10.79 6.32
5 1.05 1.32 1.19 1.44 1.27 92.34 1.63 1.66 682.40 72.46 60.65
/25 6 1.18 1.36 1.42 2.27 1.41 124.84 2.03 1.74 26.04 15.15 13.22
7 1.29 1.51 1.55 2.47 1.63 269.96 2.28 1.88 790.10 99.81 77.05
8 1.41 1.58 1.77 2.51 1.83 263.23 1.97 1.93 42.18 20.21 15.91
9 1.55 1.83 1.81 3.01 2.06 279.92 2.61 2.51 934.92 | 130.13 99.14
10 1.69 1.96 1.96 2.90 2.31 296.11 2.55 2.61 83.60 44.48 20.31
2 0.58 0.59 0.57 0.79 0.63 4.67 1.42 1.31 8.74 5.26 3.03
3 0.77 0.78 0.74 1.03 0.84 13.20 1.23 1.27 671.35 59.03 30.91
4 0.87 0.95 0.92 1.36 0.88 30.61 1.29 1.33 13.37 9.86 4.31
5 1.03 1.19 0.99 1.54 1.06 65.85 1.41 1.49 731.46 68.48 39.78
/50 6 1.13 1.28 1.18 1.75 1.31 121.22 1.53 1.57 20.44 17.01 11.27
7 1.25 1.45 1.26 1.95 1.36 271.91 1.80 1.77 887.58 83.11 4517
8 1.41 1.62 1.45 1.96 1.61 250.27 1.83 1.92 34.76 17.44 15.48
9 1.51 1.74 1.54 2.39 1.73 316.35 2.08 2.20 948.94 | 104.68 59.00
10 1.68 1.96 1.87 2.42 1.90 287.40 222 2.40 67.98 20.02 16.04
2 0.56 0.94 0.55 0.57 0.55 4.52 1.05 1.66 8.56 1.96 2.15
3 0.81 1.03 0.70 0.73 0.76 13.34 1.05 1.31 660.54 18.68 19.30
4 0.90 1.08 0.85 0.88 0.90 33.92 1.16 1.40 11.97 4.17 3.27
5 1.17 1.1 0.98 0.97 1.05 90.54 1.25 1.35 737.34 21.79 24.04
/100 6 1.12 1.38 1.11 1.18 1.24 119.35 1.41 1.58 24.38 6.35 4.92
7 1.24 1.50 1.25 1.28 1.37 272.50 1.60 1.73 854.17 26.55 28.35
8 1.35 1.58 1.41 1.39 1.55 254.32 1.77 1.82 34.17 6.94 7.58
9 1.51 1.78 1.52 1.54 1.69 272.51 1.97 213 954.95 31.74 36.52
10 1.62 1.89 1.65 1.67 1.81 263.78 212 2.28 82.59 9.30 16.13




Vysledky pro experiment s planarnim manipulatorem z obrazku 12 jsou uvedeny v tabulce 5. Zde
jsou zvyraznéné hodnoty, které nesplnily vySe uvedené kritérium feSeni do 12 ms. Mlizeme konstatovat,
ze pokud se manipulator nachazi mimo singularni polohu, je metoda inverze Jacobiho matice a metoda
Levenberg-Marquardt postavena na metodé relaxace ithlu naprosto srovnatelna s vysledky pseudoinverze.
Ob¢ metody generovaly spravny prubéh zadané hodnoty v Case. Newtonova metoda se ukazala jako
nevhodna bez ohledu na postaveni manipulatoru. V piipad¢ priichodu manipulatoru singularni polohou
nejsou ¢asové vysledky metody relaxace tthlu tak dobré jako v ptipadé€ pseudoinverze. To je pochopitelné,
jelikoz singularni poloha manipulatoru znamena praci se Spatné podminénou matici soustavy, a to neni
pro metodu relaxace thlu pfili§ vhodné. Kazdopadné je singularni postaveni manipulatoru extrém, ktery
se v praxi Casto hlida. Je pravidlem, Ze se pfi tvorbé trajektorie singularni poloze vyhybame. Je bézné, ze
fidici systémy ani takovou trajektorii nedovoli vytvorit. Pokud budeme pfi nasazeni metody relaxace uhlu
uvazovat stejnym zpusobem, nemusi nds zhorSené casové vysledky v singuldrni poloze az tak zajimat.
Pokud se vSak nemuzeme singuldrni poloze vyhnout, mizeme zkusit zvySené vypocetni naroky
eliminovat. Prvni véc, ktera bezesporu pomize, je zpomalit robota a ponechat vice ¢asu na planovani
trajektorie. Tim sice nezrychlime ¢as vypoctu, ale v kone¢né instanci budou dosazené vysledky vice
ptijatelné. Také si mizeme vSimnout, ze pii zmensovani thlového kroku se jednotlivé vysledky postupné
zlepSuji. Dale miizeme hledat vhodné nastaveni konstanty tltumeni u metody Levenberg-Marquardt. Pokud
nam to situace dovoli, miizeme pracovat s mens$i pozadovanou presnosti. V neposledni fadé miizeme
zaradit do vypocCtu predpodminovani matice soustavy. Pokud se budeme drzet n¢kterého z téchto postupt,
mizeme v oblasti singularity casové naroky metody relaxace uhlu vyrazné zlepsit.

Na zéaklad¢ méteni Casu vypoctu potifebného pro dosazeni presnosti 0,06 mm neni mimo oblast
singularity témét zadny rozdil mezi pouZzitim pseudoinverze a metody relaxace thlu. Rozdil se pohybuje
v fadu jednotek milisekund. Je také nutné konstatovat, Ze porovnavame optimalizovanou MATLAB
knihovnu pro vypocet pseudoinverze s ukazkovym kodem vypoctu metody relaxace uhlu v maticové
podobe¢ viz obr. 6. Rozhodné je zde prostor pro dalsi funk¢ni odladéni vypoctu, jelikoz metoda relaxace
uhlu v maticové podobé¢ zbytecn€ pocitad hodnoty pod a nad diagonalou znaménkové matice.

Z teoretické roviny planarniho manipulatoru se nyni pustime do feSeni praktické tlohy
s prumyslovym robotem KUKA KR210 R2700 EXTRA. Stejn¢ jako v pfipad¢ planarniho manipulatoru
nechame robota vykreslovat kruznici v rovin€ y a z o poloméru 10 mm koncovym bodem kinematické
struktury (viz obr. 13). Sledovani Zadané hodnoty provedeme metodou inverze Jacobiho matice a metodou
Levenberg-Marquardt. Newtonovu metodu zkouSet nebudeme, jelikoz vysledky s plandrnim
manipulatorem ukézaly, Ze tato metoda nevychazi dobfe v kombinaci s metodou relaxace uhlu. Opét
budeme métit Cas potifebny pro dosazeni zadané hodnoty jednoho thlového kroku s piesnosti 0,06 mm pii
pouziti pseudoinverze a metody relaxace tthlu. Méfeni provedeme pro zékladni postaveni robota mimo
singularni polohu a pro zakladni postaveni robota v singularni poloze.
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Obr. 13: Robot KUKA KR210 R2700 EXTRA obkreslujici kruznici v roviné z a y, obrazek prevzat z [29]

V tabulce 6 jsou uvedeny vSechny namétfené hodnoty z naseho experimentu s robotem KUKA
KR210 R2700 EXTRA. Je nutné konstatovat, ze doba vypoctu metody relaxace uhlu je mimo singularni
polohu robota plné€ srovnatelna s casem dosazenym pii pouziti pseudoinverze. V oblasti singularni polohy
lze pozorovat zpomaleni vypoctu u obou metod. Ob¢ dvé metody mély problém s dosazenim ¢asu 12 ms
pti zachovani pozadované presnosti 0.06 mm. Tady je nutné upozornit na zajimavé chovani namétenych
vysledkil v zavislosti na zmenSovani thlového kroku. Pii zmenSovani thlového kroku se ¢as vypoctu
u metody relaxace thlu zlepSuje a u pseudoinverze vyrazné zhorSuje. Nejvice patrné je to u metody
Levenberg-Marquardt. Tohoto efektu jsme si v§imli uz pfi vypoctu planarniho manipulatoru s tim
rozdilem, Ze u plandrniho manipulatoru ¢as feSeni pomoci pseudoinverze vyrazné nerostl. Divod tohoto
chovani se pokusime pozd¢ji objasnit. Co se tyka eliminace nardstu Casu v oblasti singularni polohy, opét
zde plati stejna pravidla jako v ptipad¢ planarniho manipulatoru. Nejlepsi postup v ramci planovani
trajektorie je maximalné se singularni poloze vyhnout.

Tab. 6: Casové porovnani vybranych numerickych metod pii feseni inverzni kinematické tlohy v robotice primyslového
robota KUKA R210 R2700 EXTRA, polomér kruznice 10 mm

Pseudoinverze Metoda relaxace uhlu

Bez prtichodu S prachodem Bez prtichodu S prichodem
singularitou singularitou singularitou singularitou

3 3 3 3
= = = =
o B = B = B = T =
(] (] ®© ®
% 1S > 1S > 1S > 1S >
o o = o = o = o =
i~ = ] < o] £ o] < (o]

. Qo Qo Qo Q
> 8 = 3 = 8 = 8 =
o o o> o o Q o o 2
= & 0] & (0] & @ & @
3 o o Qo o
(0] c (] [ (0] [ (0] [
N (] N (] N (] N (]
9 g 9 g 9 g 9 g
Z - = - Z - = -

@ Cas metody potfebny pro vypo&et jednoho thlového kroku [ms] s poZzadovanou
presnosti +0.06 mm

/25 3.22 2.18 5.06 213 4.28 3.36 33.94 52.90
/50 2.98 1.92 15.52 109.61 3.87 2.7 26.81 40.20
/100 3.32 1.97 24.77 220.45 3.94 2.55 24.45 28.52
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Zajimavé prubchy ziskdme pro piipad pocatecniho postaveni robota v singularni poloze s malym
uhlovym krokem vypoctu. Jak uz bylo jednou feceno, pro tuto konfiguraci nariista ¢as vypoctu pomoci
pseudoinverze a naopak klesa Cas vypoctu dosazeny metodou relaxace thlu. ZhorSeny ¢as vypoctu neni
v tomto ptipadé jedinym problémem pseudoinverze. Pseudoinverze zacina Spatné sledovat predepsany
pribéh zadané hodnoty (viz obr. 14). BohuZzel zvySovani poctu iteraci, a nastaveni vyS$si pfesnosti, jiz
vysledné chovani vyrazné nezleps$i. Také neni vétsi rozdil mezi metodou inverze Jacobiho matice
a metodou Levenberg-Marquardt. Koeficient tlumeni spiSe toto chovani zhorSuje. Pii pouziti metody
relaxace uhlu tyto problémy nemame. Mlzeme pozorovat rtizné ¢asové naroky, ale sledovani zadané
hodnoty funguje vzdy dobfe. Do této chvile jsme se zabyvali predevSim piesnosti a casem vypoctu pii
sledovani predepsané trajektorie. Neméné dilezitou vlastnosti je také spojitost ziskanych hli natoCeni
jednotlivych os, tzn. aby jednotlivé kroky @, na sebe co nejvice navazovaly. Pokud se podivame na
pozadované prubchy uhlli natoCeni jednotlivych os v piipadé, kdy méd pseudoinverze problém se
sledovanim zadan¢ hodnoty, tak zde tato spojitost chybi (viz obr. 15, 16). V porovnani s metodou relaxace
uhlu je pribéh vice stochasticky. Takovy pribéh neni mozné pouzit jako zadanou hodnotu pro regulacni
subsystém. Na obrazku 15, 16 jsou uvedeny pro pichlednost pouze prubéhy pro prvni tfi osy robota, tzn.
pro cast kterou nazyvame manipulator. Pro osy zapésti je chovani obdobné.
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Obr. 14: Sledovani Zadané hodnoty robotem KUKA KR210 R2700 EXTRA, kruznice v roviné y a z s pocatkem v singularni
poloze s uhlovym krokem 1t/100, metoda Levenberg-Marquardt
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Obr. 15: Priibéh osy A1-A3 robota KUKA KR210 R2700 EXTRA pfi sledovani Zadané hodnoty, kruznice s po¢ate¢nim
postavenim v singularni poloze, polomér kruznice 10 mm, uhlovy krok /100, metoda Levenberg-Marquardt
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Obr. 16: Pribéh osy A1-A3 robota KUKA KR210 R2700 EXTRA pfii sledovani Zadané hodnoty, kruznice s pocate¢nim
postavenim v singuldrni poloze, polomér kruZnice 10 mm, uhlovy krok 1t/100, metoda Levenberg-Marquardt (RLXA)

V této kapitole, vénované porovnani vybranych numerickych metod pro feSeni inverzni
kinematické tlohy v robotice, jsme si ukadzali zékladni vlastnosti a chovani metody relaxace uhlu. Pokud
nebudeme uvazovat oblast singularniho postaveni kinematické struktury, je metoda relaxace thlu
plnohodnotnou nadhradou standardné pouzivané pseudoinverze. V oblasti singularniho postaveni
kinematické struktury miZzeme pozorovat rozdilné chovani obou metod. Standardné pouzivana
pseudoinverze vykazuje lepsi Casové vysledky, ale zhorSené chovani sledovani zadané hodnoty pfi
zmensovani diskretiza¢niho kroku planovani trajektorie. Oproti tomu metoda relaxace thlu je v oblasti
singularity, co se tyCe sledovani zadané hodnoty, vice stabilni. Neni zde ani problém s vétsi ztratou
spojitosti feSeni. Na druhou stranu musime oc¢ekavat urcity nartst vypocetniho ¢asu.

V tuto chvili musime odpovédét na otdzku, co ndm prinasi metoda relaxace thlu v oblasti robotiky
oproti pseudoinverzi. Ackoliv je pseudoinverze velmi dobrou obecnou numerickou metodou, z hlediska
tidiciho subsystému je daleko zajimavéjsi metoda relaxace tthlu. Prvni diivod jsme jiz vidéli a diskutovali
na obr. 15 a 16. Je to daleko lepsi stabilita a spojitost pii sledovani zadané hodnoty trajektorie v oblasti
singularni polohy kinematické struktury. Tato vyhoda je zakofenéna v zdkladnim principu metody
relaxace uhlu, tzn. neustale minimalizovat reziduum a po malych navazujicich krocich se priblizovat
k cili. Pro oblast singularity je typické, Ze pro malé zmény zaddané hodnoty mizeme ocekavat velké rozdily
A@. My vsak poc¢itame s omezenou piesnosti, a metoda relaxace thlu nemusi na tyto velké zmény feSeni
ani zareagovat. Co je v obecné matematice pro numerické metody nevyhodou, zde paradoxné ptfispiva
k potlaceni nezadoucich skokovych zmén pfi sledovani zadané trajektorie. To mize byt v robotice
dilezit€jsi chovani, nez samotny vypocetni as. Oproti tomu pseudoinverze nam najde presné feseni,
1 kdyz budou mezi jednotlivymi kroky velké zmény. To mize vést v konecné instanci ke zbytecnému
rozkmitani vysledné trajektorie.

Dalsi zajimavou vlastnosti metody relaxace ihlu je, Ze ve své podstaté odpovida zpétnovazebnimu
zapojeni regulatoru. Tato vlastnost jesté vice podporuje myslenku vyuziti v regulacnim subsystému. Na
obrazku 17 je znovu znazornéna zakladni myslenka metody relaxace uhlu ve zpétnovazebnim zapojeni.
Pokud se jesteé podivame na zapis algoritmu v maticové podob€ Py, = oy "l - K- Z; + Py, tak bychom
mohli najit podobnost v PSD regulatoru v pfirtistkovému tvaru, resp. jedné jeho casti. Rozdil je ovSem
v tom, Ze metoda relaxace thlu pracuje s MIMO (Multiple Input Multiple Output) systémem a PSD je
v zékladnim tvaru urcen pro SISO (Single Input Single Output) systém.
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Obr. 17: Zpétnovazebni zapojeni metody relaxace uhlu

Poslednim diilezitym faktorem, ktery zdtivodnuje smysl pouziti metody relaxace tihlu, je moznost
ziskani velmi rychlého odhadu feSeni. V ramci ¢asového porovnani obou metod jsme v experimentech
pozadovali dosazeni predepsané piesnosti. Nebudeme ted’ brat na zietel n&jakou konkrétni hodnotu
presnosti, ale podivame se na ob& metody z hlediska jejich pribéhu. Z pseudoinverze neziskame vysledek
hned. Musime pockat, az bude vypocet hotovy. Z metody relaxace tthlu miizeme ziskat odhad feSeni
v kazdém kroku iterace. Tento odhad se samoziejmé s poctem krokl zptesiuje. Nejlépe to vystihuje
obrazek 18, kde je znazornén ¢asovy pribéh rezidua max|ry| pro ob& metody. Z grafu mizeme vidét, jak
metoda relaxace uhlu zprvu velmi prudce minimalizuje reziduum, dokud nedojde ke zlomu a zpomaleni.
Nasledné dochazi k pozvolnému ptiblizovani k nule. U pseudoinverze se az po ziskani presného vysledku
nic ned&je. Miizeme tedy vyuzit prvni faze metody relaxace thlu k rychlému odhadu feSeni a ziskat tak
n¢jaké prvni hodnoty diive, nez skonci samotny vypocet pseudoinverze. Neni ani vylou¢eno obé metody
kombinovat. Pokud bychom nase ¢asové porovnani provedli pro nizsi pfesnosti, zacne byt metoda relaxace
uhlu rychlejsi nez pseudoinverze. Samoziejme pokud dodrzime urcité predpoklady, pfedevsim omezeni
velikosti matice n < 10 a vypocet mimo oblast singularni polohy kinematické struktury.
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Obr. 18: Casovy priibéh minimalizace rezidua metodou relaxace tihlu a pseudoinverze, matice n = 2
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Tato disertacni prace se jmenuje rychlé heuristické metody numerického feSeni inverzni
kinematiky. Na zaklad¢ predchozi diskuze je jiz zfejmé, pro¢ metodu relaxace thlu mizeme povazovat
také v urcitych ptipadech za rychlou. Je to prave fakt, Ze jsme schopni velmi rychle dostat pomérné dobry
odhad feSeni, a to pti zachovani vypocetnich vlastnosti, na které jsme zvykli u pseudoinverze. Na zaklad¢
naseho porovnani jsme zjistili nasledujici chovani obou metod:

e metodu relaxace thlu lze pouzit pro numerické vypocty inverzni kinematické tilohy v robotice
v kombinaci s metodou inverze Jacobiho matice a metodou Levenberg-Marquardt. Metodu
relaxace thlu nelze kvili Spatnym vysledkiim kombinovat s Newtonovou metodou,

e mimo oblast singularniho postaveni kinematické struktury jsou ¢asové vysledky metody relaxace
uhlu téméf srovnatelné s vysledky pseudoinverze,

e pro oblast singularniho postaveni kinematické struktury a vétsi diskretizacni krok jsou Casové
vysledky metody relaxace uhlu horsi, nez vysledky pseudoinverze,

e pro oblast singularniho postaveni kinematické struktury se pfi snizovani diskretizacniho kroku
Casové vysledky metody relaxace uhlu zlepsuji a u pseudoinverze zhorsuji,

e pro oblast singularniho postaveni kinematické struktury dochazi pti snizovani diskretizacniho
kroku u pseudoinverze ke ztraté spojitosti a Spatnému sledovani trajektorie. Metoda relaxace tthlu
je proti tomuto chovani vice odolna,

e pfii snizovani pozadované presnosti miize byt metoda relaxace uhlu rychlejsi, nez pseudoinverze,

e metoda relaxace uhlu mize byt pouZita pro rychly odhad feSeni,

e metoda relaxace uhlu odpovida struktuie zpétnovazebniho regulatoru.

Kromeg teoretickych experimentl v prostfedi MATLAB si nyni ukdZzeme pouziti metody relaxace
uhlu v praktické aplikaci v ramci softwaru SKODA TOOL. Bude se jednat o casovou optimalizaci
robotové trajektorie. Casto se stane, Ze programatoii nemaji zkusenosti s tvorbou trajektorie a chovanim
realného robota. Hotové programy tak nemusi byt casové optimalni. Z tohoto diivodu se prostiednictvim
softwaru SKODA TOOL snazime hledat &asové potencialy na jiz zprovoznéném zatizeni. Casova ztrata
mize byt zplsobena riznymi vécmi, napf. pouZzitim zbytecné dlouhého zpozdéni v logice programu,
nevhodnym otevienim klesti pii svafovani, nebo $patnymi parametry drahy. K nalezeni téchto ¢asovych
potenciall nepotfebujeme zadné slozité vypocty. V principu staci hledat nestandardné vysoké nebo nizké
hodnoty vybranych parametrti. Daleko narocnéjsi kol je Gprava robotové trajektorie. Ukazeme si nyni,
podle jakého principu hledame lepsi Casové pribéhy trajektorie v softwaru SKODA TOOL.

Pomoci metody relaxace uhly vypoc¢itame inverzni kinematickou ulohu v robotice a stanovime
natoceni jednotlivych os 6. Prevod do prostoru kloubovych soufadnic ndm umozni zjistit, které body
skytaji potencial pro casovou optimalizaci. Pfi hledani nas bude zajimat pohyb robota osové specifickym
zpusobem. Linearni a cirkularni pohyb nas nebude zajimat, jelikoz se jednd o synchronizovany pohyb
vsech os po pfredepsané draze. Zde muzeme upravit maximalné rychlost a akceleraci. Zatimco osové
specificky pohyb je nesynchronizovany a také nejrychlejsi pohyb do dalSiho predepsaného bodu. To
znamenad, ze fidici systém robota dostane informaci o nové pozici 8,4, a pak uz zalezi na vlastnostech
kazdé osy, jak rychle dosahne zadané hodnoty. V praxi to ov§em takto nebyva. Aby se Setfila mechanika
robota, zpomali se jednotlivé osy podle té nejpomalejsi tak, aby vSechny dosahly zaddané hodnoty ve stejny
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cas. Tim, Ze se osy nepiestavuji maximalni rychlosti, se robot zbyte¢n¢ nenamaha. Na zaklad¢ katalogové
rychlosti jednotlivych os robota w; pak mizeme urcit Casovy prabé¢h z 8, do 6. . Pouzijeme zavislost
drahy, Casu a rychlosti Af; = w; - t;. Z rovnice vypocéteme t; a urime, ktera osa bude nejpomalejsi. Podle
nejpomalejsi osy pak zkorigujeme rychlosti zbyvajicich os, aby zddand pozice byla dosazena ve stejny
¢as. Nyni zname nejrychlejsi pribéh mezi dvéma libovolnymi body v Case t. Je nutné poznamenat, ze
zanedbavame akceleracni a deceleracni rampu. Ta se mize do vypoctu také zahrnout.

Or+1

® 0
® k+2

Obr. 19: Pribéh idealni (cervena) a pfedepsané (modra) trajektorie

Trajektorie robota neni nikdy popsana pouze dvéma body. Mezi pocatecnim a koncovym bodem
jsou vétsinou dalsi pomocné body, které dokresluji celou trajektorii. Velmi ¢asto se musime pii pohybu
robota vyhnout napft. néjaké prekazce viz obr. 19. Nyni budeme chtit zjistit, jestli pomocny bod 8,1 vnasi
do trajektorie n¢jaké Casové zpozdéni. Podle vyse popsaného vypoctu stanovime nejrychlej$i mozny cas
z 0 do O, (idealni Cervena trajektorie). Potom stanovime Cas z @) do @1 a z Oy, do Oy,
(predepsana modra trajektorie). Pokud bude ¢as modré trajektorie vétsi, nez cas idealni Cervené trajektorie,
mizeme se pokusit o Casovou optimalizaci bodu 8y.,,. Timto zplsobem pracuje rutina pro odhalovani
casovych potencialu v softwaru SKODA TOOL. Obecné neplati, Ze piidavny bod vnasi do trajektorie
n¢jaké zpozdeni. Stava se, Ze pro dlouhé prejezdy robota zlistava ¢as nejpomalejsi osy nezménén. Idealni
jsou pohyby robota na malém prostoru, kde jsou piestavovaci casy jednotlivych os hodné podobné.

Pokud zjistime, Ze bod 6,1 je mozné optimalizovat, pokusime se nalézt nejrychlejsi idealni
postaveni 0}, ,. Jedna se o bod, ktery dosahneme ve stejném ¢ase jako 6y, oviem na Cervené idealni
trajektorii. Pokud neexistuje mezi bodem 6, a 0, 7adna piekdzka, mizeme bez problémi 6,
prohlasit za nové 0., ,. Ziskame tim nejrychlejsi moznou trajektorii z bodu 8, do .. V piipadg, ze se
mezi bodem 6, a 0, vyskytuje n&jaka ptrekazka, musime provést pouze ¢asteénou transformaci.
Piiblizime 6., ve smérubodu 0., tak, aby zaroven nedoslo ke kolizi s piekazkou. V prostoru
kloubovych soufadnic se transformace Spatné¢ omezuje. Daleko lepsi je omezit polohu koncového bodu
robota v kartézském soufadnicovém systému. Pfevedeme proto 6y, a 0}, pomoci pfimé kinematické
tlohy v robotice zpét do podoby homogenni matice transformace Ty a T}, resp. do podoby Ty a Tk.
V této podobé miizeme omezit translaci a rotaci koncového bodu robota. Samotna transformace je velice
jednoducha. Ur¢ime vektor v = Ty — Ty, na ktery aplikujeme omezujici podminky. Tim uréime novy
omezeny vektor v,. Potom Ty = Ty + v,. K nalezeni bodu Ty miZzeme pouZit i metodu relaxace thlu.
Ulohu miizeme popsat soustavou linearnich rovnic, kterou nasledné fesime. AZ se algoritmus dostane na
pfedepsanou mez, iteraci ukon¢ime. Omezenim intervalu ndhodného § mizeme zmensit iteracni krok
a zamezit tak prekroc¢eni omezujici podminky v ramci jedné iterace.
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Volba omezujicich podminek neni v softwaru SKODA TOOL automatizovana a provadi se ru¢ng.
Je nutné zvazit aktudlni postaveni robota a umisténi prekazek v okoli. Dale je nutné upravenou trajektorii
zkontrolovat. Ujistit se o uspoie Casu a bezkoliznim pribehu. Z tohoto diivodu se roboty takto plosné
neoptimalizuji. Optimalizuji se pouze roboty, u kterych vznikne potteba a jiné casové potencialy byly jiz
vycerpany.

Druhym diskutovanym algoritmem diserta¢ni prace bude heuristicka metoda relaxace délky, ktera
je primo urcena pro feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice. Zakladnim kamenem algoritmu bude
operace, kterou nazveme relaxace délky. Relaxace délky vznikla na zaklad€ upravy metody relaxace thlu.
Opét si na prikladu vysvétlime, co tato operace znamena. Uvazujme dva libovolné body P; a P;, 1 (viz
obr. 20). Dale mame definovanou délku [;, . Cely princip relaxace délky spociva v presunuti bodu P; 4
ve sméru v;41 = Piyq — P; do vzdalenosti [;,, od bodu P; tak, ze ndAm vznikne novy bod P’;,4.

Obr. 20: Relaxace délky

Definice 4.1. Relaxaci délky definujeme jako piesunuti bodu P;,; ve sméru v;,; = P44 — P; tak,
aby metrika p.(P;,P’i+1) = liy1 (38). Tento jednoduchy vypocet bude zdkladnim stavebnim kamenem
celého algoritmu.

Vit
lvisalle
Muizeme si vSimnout, ze vztah 38 je velmi podobny vztahu 1 pro relaxaci uhlu. Obé metody
pouzivaji podobné matematické operace a jsou si v tomto ohledu velice blizké. Zajimavé také je, zZe obé

Pliyg = liy1+ P; (38)

metody miZzeme pouzit k feSeni inverzni kinematické tilohy v robotice, jen kazdy vztah pouZzijeme jinym
zpusobem.

Nyni si vysvétlime podstatu metody relaxace délky. Uvazujme nasledujici situaci. Mame
kinematicky fetézec s tfemi rota¢nimi vazbami v bodech (Py, P;, P,) a tfi kinematické spoje o délce (14,
l,, 13). Tato situace je znazornéna oranzovou barvou na obr. 21. Pozice pocatecniho bodu P, a pozice
koncového bodu P, je znama. Znamé body jsou oznaceny Cervenou barvou. Pozice bodi P; a P, neni
znama. Nasim ukolem je urcit uhel rotacnich vazeb (6, 61, 85) v bodech (P, P4, P>).

V prvnim kroku si uréime aproximacéni kinematicky fetézec s nadhodné umisténymi body Py,
a P,,. Délka kinematickych spojii neni stejna (I # li4,lo # log,l3 # l3,). Aproximacni kinematicky
fetézec je znazornén modrou barvou na obr. 21.
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Obr. 21: Aproximacni kinematicky retézec

Hlavni myslenka metody relaxace délky je nasledujici. Pokud nalezneme takové body P4, a P,
aproximacniho kinematického fetézce, ze Iy = 4, o = 1o, alz = l3,, pak tyto body miizeme prohlésit
za Py a P,. Celkova délka obou fetézcl je pak stejna a pocatecni bod Py a koncovy bod P, je spojen
stejnou kinematickou strukturou. Néasledné mtizeme urcit thly vSech rotac¢nich kloubi (6g, 84, 85), jelikoz
zndme pozici vSech bodi aproximacniho kinematick¢ho fetézce (Py, Py = Pyg, P2 = P, , Py).

Optimalni feSeni je znazornéné na obr. 22.
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Obr. 22: Optimalni feSeni metody relaxace délky

Je zde dilezitd otdzka, jak upravit ndhodnou pocatecni pozici bodit P;, a P,, aproximacniho
kinematického fétézce a dosdhnout tak podminky rovnosti délek 1y = li,, I, = 1, and I3 = I3,.
K tomuto tcelu ndm prave poslouzi relaxace délky.

Algoritmus relaxace délky funguje tak, ze postupné€ prochazime aproximacni kinematicky fetézec
a relaxujeme vSechny délky kinematickych spoji. To znamena, ze pokud délka [; kinematického fetézce
neni rovna odpovidajici délce l;, aproximacniho kinematického fetézce I; # l;,;, pouZijeme na bod P;,
relaxaci délky z definice 4.1. Body, u kterych zname jejich pozici (v nasem piipadé¢ Py a Py),
nepfesouvame. Pokud narazime pfi prichodu aproximacnim kinematickym fetézcem na bod se znamou
pozici, zacneme prochézet aproximac¢ni kinematicky fetézec od tohoto bodu obracené (pfimy a obraceny
smér). Prvnich né€kolik krokii algoritmu je ukdzano na situaci kinematického fetézce z obrazku 21 (viz
obr. 23).
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A: PocateCni stav
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Obr. 23: Postupna relaxace aproximacniho kinematického fetézce
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Po nékolika prichodech aproximacnim kinematickym fetézcem dosdhneme finalni pozice boda
Py, a Py, (viz obr. 24). Celkova délka obou kinematickych fetézct je sice stejna, ale orientace rotacnich
vazeb se v tomto ptipadé nerovna. Tento vysledek miizeme nazvat jako neoptimalni.

: i PZ(! 3 lS(l
=lyq
=P, @ r+r,
Lia \
® 7,(0,0)

Obr. 24: Vysledek metody relaxace délky (neoptimalni)

Metoda relaxace délky vznikla nezavisle jako variace metody relaxace uhlu. Pokud prostudujeme
znamé heuristické metody pro feSeni inverzni kinematické tllohy v robotice, zjistime, Ze existuje metoda
postavena na stejném principu, ktera nese nazev FABRIK (Forward And Backward Reaching Inverse
Kinematics). FABRIK publikoval v roce 2011 Andreas Aristida a Joan Lasenby z univerzity v Cambridge
[29]. Tim, ze byla metoda relaxace délky testovana nezavisle, jsou zde ovSem principialni rozdily. Metodu
relaxace délky nebudeme za téchto okolnosti nutné nazyvat metodou novou, ale pfinejmensim vylepSenim
stavajici heuristické metody FABRIK. Na obr. 25 je znazornén princip hledani inverzni kinematické ulohy
v robotice pomoci metody FABRIK. Zakladni rozdil mezi metodou relaxace délky a FABRIK je v tom,
ze FABRIK pracuje i s koncovymi body kinematického tetézce, zatimco u metody relaxace délky jsou
tyto body fixni. Pokud pouzijeme terminologii z této prace, tak FABRIK relaxuje i koncové body
kinematického fetézce. To je ovSem zbytecna operace, protoze FABRIK nasledné piedepisuje presunout
tento bod zpét do pocatecniho stavu (viz pfechod mezi situaci D-E na obrazku 25). Metoda relaxace délky
nepiesouva koncové body, ¢imz Setii vypocetni Cas. Proto miizeme hovofit o vylepSené metodé¢ FABRIK.
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Obr. 25: Vypocet inverzni kinematické ulohy v robotice pomoci metody FABRIK, obrazek prevzat z [29]

Jak metodu relaxace délky, tak metodu FABRIK miZzeme pouzit pro vypocet paralelni
kinematické struktury. Zde najdeme druhy principialni rozdil. Obecné je nutné u obou metod néjakym
zplsobem prochazet kinematickou strukturu tam a zpét. Metoda FABRIK v tomto ohledu rozeznava
pocatek kinematické struktury (root), koncové body kinematické struktury (end effectors) a vnitini ¢ast
kinematické struktury (sub bases), jak je znazornéno na obr. 26. Dle FABRIK se prochazi kinematicky
fetézec v potadi end effector, sub base, root a zpét. Tzn. prichody jsou rozdéleny do samostatnych casti,
které na sebe navzajem navazuji. V ramci metody relaxace uhlu nedélime kinematickou strukturu na
samostatné Casti, ale rozeznavame pouze fixni (koncové a pocatecni) a pohyblivé body. Potom
postupujeme tak, ze zvolime prvni fixni bod a od néj zaéneme prochazet kinematickou strukturu ve smyslu
prochazeni grafu do §itky. Pokud narazime na jiny fixni bod, tak prochazeni dané vétveé ukoncime. Pokud
je prochazeni u konce, presuneme se na druhy fixni bod a prochazeni zopakujeme. Z hlediska
programovani pak staci vytvofit jednu obecnou rutinu pro prochazeni grafu do $irky, kterou pak mizeme
pouzit na libovolnou kinematickou strukturu. Na obrazku 26 je Cervenou barvou oznacen prichod
kinematickou strukturou pomoci metody FABRIK a zelenou barvou priichod pomoci metody relaxace
délky. Mlzeme vidét, jak se ob¢ cesty od sebe lisi.
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Obr. 26: Prichod kinematickym Fetézcem pomoci metody FABRIK a metody relaxace délky, obrazek prevzat z [29]

Tteti, a posledni, rozdil je v technice omezeni pohybu kinematické vazby. Problém nastane, pokud
zacneme aplikovat ob¢é metody na kinematické struktury, kterou jsou definované vcetné tfetitho rozmeru.
Potom oba algoritmy pfesouvaji body, jako by se jednalo o sférickou vazbu. Pokud chceme pracovat stale
s rotacni vazbou, musime omezit pohyb této vazby do vybrané roviny. Metoda FABRIK postupuje tak, ze
vysledek kazdé ipravy zobrazi do pozadované roviny. Pfipadng se do vypoctu vnasi urcita matematicka
omezeni. Toto téma je v ramci metody FABRIK celkem rozsahlé a vice je diskutovano zde [29]. My si
ukazeme nas piistup, ktery nevnasi do vypoctu zadny dal$i matematicky aparat. Jedna se o omezeni
pohybu kinematické vazby pomocnymi virtudlnimi spoji (viz obr. 27). Tento spoj tvoii jeden virtualni bod
P,, ktery je v libovolné vzdalenosti h ve sméru pomysIné osy rotace. Na zakladé Pythagorovy véty se urci
velikosti ramen k; a k; . Takto vzniklou paralelni kinematickou strukturu budeme fesit standardni cestou
pomoci metody relaxace délky. Pifidavna ramena nedovoli pifi vypoctu, aby bod P4 leZel v jiné roving,
nez body P; a P;,,. Timto zptisobem transformujeme sférickou vazbu na rota¢ni bez nutnosti upravy
algoritmu.

Obr. 27: Transformace sférické vazby na rotacni pomoci paralelniho virtualniho spoje
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Metodu relaxace délky jest¢ porovname s jinymi heuristickymi algoritmy feSeni inverzni
kinematické ulohy v robotice. Bude nas opét zajimat Cas potfebny pro vyfeseni dané ulohy. Metodu
relaxace délky porovname s jiz diskutovanou metodou FABRIK a znamym heuristickym algoritmem
CCD. Pro tento tcel byl vytvoren evaluacni software v programovacim jazyce C#. Pomoci evaluacniho
softwaru byl definovan kinematicky fetézec v podobé plandrniho manipulatoru s libovolnym poctem
rotaCnich vazeb. Pro dany pocet kinematickych vazeb byl méfen ¢as nutny k dosazeni feSeni s definovanou
ptesnosti |||, < 0.01 mm. Pocet kinematickych vazeb se opét pohyboval vrozmezi 2 <n < 10.
Vysledné Casy jsou uvedeny v tabulce 7. Metoda relaxace délky je srovnatelna s metodou FABRIK. Pro
mensi pocet kinematickych spoji je dokonce rychlejsi. To je dano tim, Ze se u metody FABRIK musi
relaxovat i koncové body. Tato nevyhoda se s vysS§im poctem kinematickych vazeb ztraci, jelikoz pomér
koncovych bodl vici relaxovanym je nizsi. Z toho vyplyva, Ze metoda relaxace délky bude vyhodnéjsi
hlavné pro mensi kinematické struktury. To plati i pro porovnani s algoritmem CCD. Pro vys$si pocet
kinematickych vazeb se stavda CCD casové vyhodnéjsi. Na druhou stranu je vice nestabilni a mize se
rozkmitat. Obecné jsou naméetené hodnoty spiSe orientacni, jelikoz vysledny Cas zalezi do velké miry na
pocatecnim postaveni kinematické struktury. V pfipad¢ metody relaxace délky na volbé aproximacniho
kinematického fetézce.

Tab. 7: €asové porovnani vybranych heuristickych metod

Velikost planarniho MetOd(iaé:lf;axace FABRIK eS8
manipulatoru n @ Cas metody potfebny pro nalezeni feSeni [ms] s
pozadovanou presnosti £0.01 mm
2 19 21 76
3 77 79 77
4 164 164 124
5 94 94 68
6 222 225 100
7 361 361 155
8 353 353 159
9 379 379 129
10 430 430 196
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V ramci této disertacni prace vznikly dva nové algoritmy pro feSeni inverzni kinematické tlohy
v robotice. Jedna se metodu relaxace uhlu a o metodu relaxace délky. Obé metody vychazi z jednoduchého
geometrického popisu bodti a vektorti v prostoru. Metoda relaxace uhlu je pfedevsim urcena pro feSeni
soustav linearnich rovnic, ale da se nepfimo pouzit pro vypocet inverzni kinematické ulohy v robotice.
Metoda relaxace délky je vylozené heuristickou metodou pro feSeni inverzni kinematické ulohy
v robotice. Oba algoritmy byly diskutovany z hlediska jejich vlastnosti a schopnosti fesit predepsané
ulohy. Jelikoz problematika feSeni soustav linearnich rovnic a feSeni inverzni kinematické ulohy je
v robotice béznou inzenyrskou disciplinou, nasla metoda relaxace uhlu uplatnéni v praktické aplikaci.
Jedna se o ¢asovou optimalizaci robotové trajektorie v ramei softwaru SKODA TOOL, ktery je vyvijen
pro kontrolu rozsahlych robotickych soustav ve svafovnach firmy SKODA AUTO a.s..

Pfi zkoumani vlastnosti metody relaxace uhlu v ramci problematiky feSeni soustav linearnich
rovnic bylo zjisténo, Ze se jednd o urCitou itera¢ni obdobu Mooreovy-Penroseovy pseudoinverze.
Pseudoinverze je metoda piimé a relaxace tthlu metoda iteracni. Pfesto z hlediska dosazenych vysledk
vykazuji obdobné chovani. Jedna se pfedev§im o tyto Ctyfi vlastnosti, které byly experimentalné ovéfeny:

e pokud ma soustava A-x = b jedno feSeni h(A) = h(A|b) = n, tak metoda relaxace uhlu
konverguje k tomuto fesent,

e pokud ma soustava A-x = b nekonetné mnoho feSeni h(A) = h(A|b) < n, tak se metoda
relaxace thlu blizi k feSeni nejmensi v euklidovské normé ||xz.xlle = llxll. < llylle,

e pokud soustava A - x = b nema feSeni h(A) < h(A|b), tak se metoda relaxace thlu blizi k feSeni
s negjmensim reziduem v euklidovské normé ||b — A - xg;xlle = |[b—A-x|l. < |lb—A- yll.,

e vypocet funguje i pro obdélnikové matice.

Z hlediska moznych feSeni se metoda relaxace uhlu chova jako pseudoinverze, pfesto jeji iteracni
zéklad ptinasi urcité komplikace. Metoda relaxace thlu vykazuje tak vysoky nartst vypocetniho Casu
v zavislosti na velikosti matice a Cislu podminénosti matice soustavy, Ze se neda uvazovat jako nova
obecna metoda pro vypocet soustav linearnich rovnic. Toto bylo experimentalné ovéfeno v ramci
porovnani vypocetni rychlosti vybranych pfimych a iteracnich metod pro feSeni soustav linearnich rovnic.

Navzdory Spatnym casovym vysledkiim v ramci feSeni soustav linearnich rovnic se ukéazalo, ze
metoda relaxace thlu miize najit své uplatnéni v oblasti robotiky. Pfi feSeni inverzni kinematické tilohy
v robotice jsou totiz kladeny upIné jiné pozadavky na numerické metody. Pti vypoctu inverzni kinematické
ulohy v robotice se pracuje pievazné s omezenou velikosti matice soustavy, kterd se dynamicky méni
v zavislosti na postaveni robota. Pfitom je nutné predpokladat vSechny mozné podoby matice, napft.
singularni. Proto se pfi numerickych vypoctech v robotice pouziva pravé pseudoinverze, ackoliv nepatii
k tém nejrychlejSim pifimym metoddm z hlediska vypocCetniho ¢asu. Omezena velikost matice
a pozadavky na nasazeni pseudoinverze jsou véci, které podporuji pouziti metody relaxace thlu pro
vypocet inverzni kinematické ulohy v robotice. Pro ovéreni vlastnosti metody relaxace thlu byly vybrany
tfi numerické metody feSeni inverzni kinematické ulohy v robotice, které bylo mozné upravit do podoby
soustavy linearnich rovnic. Jednalo se o Newtonovu metodu, inverzi Jacobiho matice a metodu
Levenberg-Marquardt. Na praktické uloze s planarnim manipulatorem a pramyslovym robotem KUKA
KR210 R2700 EXTRA byla metoda relaxace thlu odzkousena a porovnana s chovanim pseudoinverze.
V ramci tohoto experimentu bylo zjiSténo, Ze metodu relaxace thlu lze pouzit pro numerické vypocty
inverzni kinematické ulohy v robotice v kombinaci s metodou inverze Jacobiho matice a metodou
Levenberg-Marquardt. S Newtonovou metodou nebyly vysledky az tak dobré. Experiment také ukézal, ze
mimo oblast singularniho postaveni kinematické struktury jsou Casové vysledky metody relaxace uhlu
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témef srovnatelné s vysledky pseudoinverze. Zasadni rozdily byly pozorovany pouze v oblasti
singularniho postaveni kinematické struktury. Pro vétsi diskretizacni krok jsou v této oblasti casové
vysledky metody relaxace uhlu horsi nez vysledky pseudoinverze. Pti snizovani diskretizacniho kroku se
potom cCasové vysledky metody relaxace uhlu zlepSuji a u pseudoinverze zhorsuji. Dokonce mize byt
metoda relaxace Uhlu rychlej$i, nez pseudoinverze. Snizovani diskretizacniho kroku vede
u pseudoinverze ke ztraté spojitosti a Spatnému sledovani trajektorie. Metoda relaxace uhlu byla proti
tomuto chovani vice odolna.

Jak metoda relaxace tihlu, tak pseudoinverze, méd pfedevS§im v oblasti singularniho postaveni
kinematické struktury své vyhody, resp. nevyhody. Zalezi na praktickych pozadavcich dané aplikace.
V tomto ohledu je metoda relaxace uhlu novou alternativou, ktera mtize pomoct v situaci, kdy vysledky
pseudoinverze nemusi byt uspokojivé, napt. pti sledovani predepsané trajektorie v oblasti singularniho
postaveni robota. Metoda relaxace uhlu nabizi jesté dalsi vlastnosti, které se v oblasti robotiky daji vyuzit.
Metoda relaxace uhlu v ramcei nékolika iteracnich krokt velice rychle minimalizuje reziduum a tim dokaze
nabidnout rychly odhad feseni. Je zde i moznost kombinovat ob¢é metody dohromady. MuiZzeme tak ziskat
rychly odhad feSeni na zaklad¢ metody relaxace tihlu, a ten zkorigovat pfesnym feSenim ziskanym pomoci
pseudoinverze. Vyznamnou roli hraje struktura metody relaxace thlu, kterd odpovida struktute
zpétnovazebniho regulatoru. To je pfiznivda podoba pro nasazeni v ramci regula¢niho subsystému
polohovani robota. Metodu relaxace uhlu nelze z hlediska ¢asovych vysledkll srovnavat s obecnymi
metodami feSeni soustav linedrnich rovnic, pfesto v oblasti robotiky mlize nalézt své uplatnéni. Diky
moznosti rychlého odhadu feSeni s vlastnostmi pseudoinverze ji 1ze z tohoto tthlu pohledu povazovat také
za rychlou.

Metoda relaxace délky vznikla jako variace metody relaxace uhlu. V disertacni praci byla
porovnana s vybranymi heuristikami pro feseni inverzni kinematické tlohy v robotice CCD a FABRIK.
Bylo zjisténo, Ze metoda relaxace délky odpovida principidlné metodé FABRIK. Tim, ze byla metoda
relaxace délky testovana nezavisle, jsou zde principialni rozdily a ncktera vylepSeni. Metoda relaxace
délky v ramci algoritmu nepiesouva koncové body kinematického fetézce, ¢imz Setfi oproti FABRIK
vypocetni Cas. Tato Casova uspora se projevi predevsim pro malé kinematické struktury, kde neni tak velky
pomér poctu koncovych bodl viici vSem relaxovanym. Jinak byly ¢asové vysledky obou metod v ramci
testovani srovnatelné. Metoda CCD vykazovala lepsi Casové vysledky pro vétsi kinematické struktury.
Zde se na druhou stranu stavala v n¢kterych piipadech nestabilni. Déle byla v této praci popsana aplikace
metody relace délky pro paralelni kinematické struktury a moznost omezeni pohybu kinematické vazby
do ptfedepsané roviny. Prace v tomto ohledu pfedstavuje novou myslenku pouziti pfidavné kinematické
struktury. I v tomto se metoda relaxace délky lisi od metody FABRIK.

Z hlediska dalsiho vyzkumu by bylo vhodné ptfedevsim u metody relaxace tthlu provést ovéieni
a potvrzeni experimentalné zjiSténych vlastnosti odbornikem z oblasti matematiky. Chovani metody
relaxace thlu bylo ovéfeno na zékladé mnoha vypocti typove riznych soustav linearnich rovnic, ale
kromé dliikazu konvergence zde nebyly pficiny tohoto chovani vice diskutovany. Bylo by také zajimavé
hledat dalsi oblasti nasazeni metody relaxace thlu, piedev§im v oblasti fidici techniky a regulace. Napf.
pouziti metody relaxace uhlu jako regulatoru pro MIMO systémy. Linearni optimalizace se pouziva
v mnoha ruznych oborech. Tam, kde se pracuje s malymi a dynamicky se ménicimi soustavami, mize
metoda relaxace uhlu nalézt své uplatnéni. Metoda relaxace uhlu se principialné hodi k paralelizaci
vypoctu, jelikoz 1ze kazdou relaxaci tihlu pocitat nezavisle. Pokud by byl pocet paralelnich vlaken shodny
s poctem hledanych neznamych, odpovidal by vypocetni Cas relaxace matici o velikosti jedna. Bylo by
potom zajimavé porovnat, jak by se metoda relaxace thlu ¢asové lisila oproti jinym pouzivanym metodam.
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