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Anotace

Hlavním cílem disertační práce je rozšíření poznatků o nelineárních vlastnostech piezoelek-
trických rezonátorů, především Y -řezů, které jsou vázány na elastické vlastnosti piezoelek-
trického materiálu.

V práci jsou uvedeny přehledy možností měření jednotlivých parametrů charakteri-
zujících piezoelektrický rezonátor v náhradním elektrickém obvodu a je zde diskutována
nejistota těchto měření.

Práce se bude věnovat určení teplotní závislosti piezoelektrické rezonanční frekvence a
dále teorii určení nelineárního koeficientu γ, pro jehož velikost byla použita rovnice odvo-
zená Tierstenem. Jednotlivé elastické moduly, které jsou v této rovnici obsazeny, budou
také podrobeny podrobné analýze.

Poznatek o efektivní hodnotě elastického modulu čtvrtého řádu vedl k sestavení nové
rovnice, která pro Y -řezy v budoucnu umožní určit hodnoty několika prvků základní matice
elastického modulu čtvrtého řádu. Tyto hodnoty základní matice pak umožní určit efek-
tivní hodnotu elastického modulu čtvrtého řádu pro libovolný úhel Y -řezu křemenného
rezonátoru.

Tato práce by měla přispět k určení nejvhodnějších metod pro určení efektivních hod-
not elastických modulů čtvrtého řádu, kdy budou postupně sledovány dvě metody, které
se pro některé řezy již dnes běžně používají a budou studovány i negativní vlivy, které tato
měření ovlivňují.

Klíčová slova

piezoelektrické rezonátory, elastické moduly, tenzor, nelineární koeficient γ, teplotní závis-
lost rezonančního kmitočtu, intermodulační jev, amplitudo-frekvenční efekt
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Abstract

The maim aim of the dissertation is the extension of the knowledge about piezoelectric
resonators non-linear properties, primarily about Y -slices, which are bound to elastic pro-
perties of piezoelectric materials.

The dissertation surveys the possibilities of measurement of the individual parameters
characterizing piezoelectric resonator in the equivalent electric circuit and the measure-
ment uncertainty is discussed.

The dissertation deals with the determination of the piezoelectric resonant frequency
temperature dependence together with the theory of the nonlinear γ coefficient determi-
nation. The value of γ coefficient was computed according to the equation derived by
Tiersten. Individual elastic models, which are used in this equation, are submitted to a
detailed analysis.

The findings concerning the effective value of the fourth degree elastic electric module
led to the compilation of a new electric equation, which will enable the determination of
the four degree elastic module basic matrix elements values for the Y -slices in the future.
The values of basic matrix then enable the effective value determination of the four degree
elastic module for an arbitrary angle of the quartz resonator Y -slice.

The dissertation should contribute to the determination of the optimal methods for the
four degree elastic modules effective values determination. Two methods which are com-
monly used for some slices at present are successively analyzed, and the negative factors
which influence these measurements are studied.

Key words

Piezoelectric resonators, elastic modules, tensor, γ nonlinear coefficient, resonance frequency
temperature coefficient, inter-modulation phenomenon, amplitude- frequency effect.
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1 Úvod - shrnutí výzkumu v oboru disertace

První práce týkající se piezoelektrických rezonátorů byla publikována v roce 1922 [1]. V ní
bylo poprvé ukázáno použití piezoelektického rezonátoru pro frekvenčně stabilní oscilátor.
Dále bylo poukázáno na změny rezonančního kmitočtu oscilátorů vlivem teploty, vibrací a
dalších vlivů. Tím byl dán impuls vědě pro další výzkum piezoelektrických vlastností látek.
V roce 1926 byl zveřejněn výsledek výzkumu, kde byla popsána interference signálu jako
důsledek okamžitého rozdílu dvou frekvencí. Tím byla vyzdvižena nutnost konstantní frek-
vence signálů v průběhu modulačního cyklu přijímačů. Prvotním zájmem všech uživatelů,
kteří zařízení s piezoelektrickými členy používali, se tak stala frekvenční stabilita oscilá-
torů. Nejvýznamnějším faktorem, který byl zkoumán byla teplotní závislost, protože při
provozu elektronických zařízení s piezoelektrickými oscilátory dochází vždy k jejich ohřevu.

Lineární teorie popisující základní chování piezoelektrických látek by měla být použita
pro piezoelektrické pevné látky, které nejsou vystaveny žádnému elastickému předpětí nebo
silnému elektrickému poli [2], [3]. Pokud tyto podmínky nejsou splněny, výsledky teoretic-
kých výpočtů musí být upraveny pomocí korekčních faktorů, nebo musí obsahovat některé
nelineární vztahy odvozené z příslušných vstupních podmínek.

Tento efekt byl přesně popsán prostřednictvím nelineárních elektro-elastic- kých dife-
renciálních rovnic uvedených např. v [4] a [2]. Nelineární teorie bere v úvahu konečnou
deformaci ηij a vyšší řády elastických, dielektrických, piezoeletrických a pyroelektrických
koeficientů, které mohou být odvozeny z termodynamických potenciálů. Podle [2] a [5] může
být pro stadium nelineárních elektro-elastických vlastností piezoelektrických látek použito
termodynamické napětí tLM , termodynamické elektrické posunutí DN a termodynamická
intensita elektrického pole EN . Předchozí výzkumy nelineárních elektro-elastických vlivů
byly předvedeny na křemenných rezonátorech vibrujících v tloušťkově střižném módu. Vý-
sledný efekt byl popsán způsobem změny elastických módů nebo koeficientů způsobených
elektrickým polem. Vliv elektrického pole na velikost elastických konstant nebo modulů
byl popsán použitím nelineárních elektro-elastických diferenciálních rovnic v [6] a [7]. Po-
užití stanovených termodynamických materiálových konstant pro konkrétní módy resoná-
torů bylo zaznamenáno v [8]. Důležité úpravy popisu nelineárního jevu byly zaznamenány
v [9]. Předpokládáme-li působení malého pole v piezoelektrických látkách , pak současný
významný matematický příspěvek k popisu třídimensionálních rovnic nezatížené piezoelek-
trické látky využívá předpokládané výsledky presentované v [10] a [2].

Přesných výsledků třídimensionálního problému bylo dosaženo v [11] pouze za předpo-
kladu nekonečné desky a prostorových proměnných. Příspěvky řešící piezoelektrické desky
v limitovaných rozměrech jsou relativně neobvyklé. Nedávno byl presentován příspěvek [12]
popisující přesné analýzy ohraničených piezoelektrických látek.

Kromě nelineárních efektů piezoelektrických látek je zde druhý řád vlivů jako jsou rezo-
nátory se zachycenou energií. Tento vliv by měl být zvažován při zkoumání nebo tvorbě pie-
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zoelektrických zařízení. Různorodost zachycené energie elastických vlnových jevů a vibrací
a jejich aplikace na různá piezoelektrická zařízení jako jsou pásové rezonátory, monolitické
filtry, piezoelektrické přenašeče, vibrační gyroskopy a SAW zařízení jsou popsány v [13].
Teoretické zacházení s efektem zachycené energie bylo pro tloušťkové střižné křemenné
resonátory popsáno a ukázáno v [26]. Nelineární vlastnosti tloušťkové střižných kmitů kře-
menných rezonátorů byly studovány v [14], [15], [28] a [16].

V poslední době byla věnována velká pozornost piezoelektrickým krystalům s velkým
koeficientem elektromechanické vazby. Představiteli této skupiny krystalů jsou především
křemenné homeotypy krystalů jako je berlinit, langasit či langatit a dále také GaPO4. Prů-
měrně dvojnásobná velikosti koeficientu elektromechanické vazby k26 spojená s rezonátory
kmitajícími tloušťkově střižnými módy kmitů dovolují rozšířit vzdálenosti mezi sériovým a
paralelním rezonančním kmitočtem. Takovéto typy rezonátorů jsou vhodné pro frekvenční
rozsah od 1 do 100MHz. Velikost koeficientu elektromechanické vazby také zvyšuje rozdíl
teplotní závislosti resonanční frekvence pro základní a harmonické resonanční frekvence
resonátorů kmitající tloušťkově střižnými módy kmitů. Protože krystaly GaPO4 mají stej-
nou symetrii jako křemen (SiO2), rezonátory vyrobené z tohoto materiálu s rotací Y-řezů
kmitající tloušťkově střižnými módy kmitů mohou být studovány stejnými metodami jako
obdobné rezonátory z křemene. Toto je důležitá výhoda piezoelektrického jednoduchého
krystalu. Experimentální studie ukazují že nelineární efekty jako jsou intermodulace nebo
amplitudo-frekvenční efekt mohou být použity pro zjištění materiálových konstant vyšších
řádů i pro krystaly vyrobené z GaPO4.

Tato práce se věnuje popisu vlivu vybraných parametrů okolního prostředí na rezo-
nanční kmitočet křemenných destiček rezonátorů a možnosti využité těchto vlivů k dalšímu
popisu materiálových vlastností piezoelektrických látek
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2 Vlastnosti piezoelektrických látek

Vlivem mechanického napětí nebo deformace vzniká v krystalu elektrická polarizace. Tento
jev se nazývá piezoelektrický efekt. Inverzní piezoelektrický efekt se projevuje mechanickou
deformací vyvolanou přiloženým elektrickým polem. Piezoelektrický jev se nevyskytuje
ve strukturách se středem souměrnosti proto, že polarizace je charakterizovaná vektorem,
který není středově souměrný. Dále se tento efekt nevyskytuje u látek s vysokou souměrností
kubické soustavy jak je ukázáno v [2].

2.1 Lineární piezoelektrické stavové rovnice

K souhrnnému popisu elastických, piezoelektrických a dielektrických vlastností piezoelek-
trických látek lze při zanedbání tepelných jevů zvolit jednu dvojici ze čtyř nezávislých
proměnných Tλ, Sλ, Ei, Di a zbývající dvě proměnné vyjádřit pomocí piezoelektrických
stavových rovnic

Tλ =
∑

µ

cE
λµSµ +

∑

i

eiλEi ; Tλ =
∑

µ

cD
λµSµ +

∑

i

hiλDi ;

Sλ =
∑

µ

sE
λµTµ +

∑

i

diλEi ; Sλ =
∑

µ

cD
λµTµ +

∑

i

giλDi ;

Di =
∑

µ

eiµSµ +
∑

i

ǫS
ijEj ; Di =

∑

µ

diµTµ +
∑

i

ǫT
ijEj ;

Ei = −
∑

µ

hiµSµ +
∑

i

βS
ijDj ; Ei = −

∑

µ

giµTµ +
∑

i

βT
ijDj . (1)

kde cλµ, sλµ, eiλ, diλ, hiλ, giµ, βij a ǫij jsou složky tenzorů materiálových vlastností piezo-
elektrických látek.

2.2 Nelineární elektroelastické rovnice

Lineární teorie piezoelektřiny uvažovaná v předchozích částech je vhodná pro popis šíření
akustických vln s malou amplitudou a pro řešení kmitů s malou amplitudou těles, na která
nepůsobí elastické předpětí nebo která nejsou vystavena působení silného elektrického pole.
Pokud není tento předpoklad splněn, je nutno výsledky výpočtu korigovat zavedením růz-
ných korekčních faktorů nebo při výpočtu vycházet z nelineární teorie, která musí být
přizpůsobena počátečním podmínkám.

Při popisu lineární teorie bylo předpokládáno, že elastické deformace jsou velmi malé a
byl pro ně zaveden symbol Sij. Při formulaci nelineární teorie použijeme konečnou defor-
maci, kterou označíme ηij . Elastické moduly definované vzathem (2) nazýváme elastickými
moduly n-tého řádu, kde n ≥ 2.

8



cijkl...pq = (
∂nU

∂ηij∂ηkl...∂ηpq
)D,σ=konst (2)

Nelineární elektroelastické rovnice byly odvozeny v [17]. Pro popis elastických a elektric-
kých vlastností využil jednak celkového Piolova - Kirchhoffova tenzoru elastických napětí
KLj daného součtem elastických napětí FLj a Maxwellova - Piolova - Kirchhoffova tenzoru
MLj

KLj = FLj +MLj

a také vektoru elektrického posunutí DL

DL = ǫ0EL + PL,

kde velká písmena v indexech uvedených vztahů odpovídají prostorovým souřadnicím, malá
písmena materiálovým souřadnicím.
Pro veličiny FLj ,MLj ,EL a PL byly odvozeny vztahy uvedené např. v [17], [2].

Při sledování malých piezoelektrických vazeb v křemeni jsme přidali pouze nelineární
elastické podmínky. Elektrické a elektroelastické podmínky bereme jako lineární. Druhá
skupina nelineárních problémů ukazuje na prezentaci malého amplitudového vlnění ve
středu předpětí. Teoretická analýza je zjednodušena skutečností, že vlnění nemá vliv na
statickou deformaci. Obvykle se zabýváme pouze změnou charakteristiky vlnění v důsledku
předpětí.
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3 Změny rezonančního kmitočtu

Je obecně známo, že lineární teorie piezoelektrického jevu se používá pro popis šíření akus-
tických vln v pevných piezoelektrických materiálech a pro řešení pohybových rovnic, po-
kud jsou amplitudy kmitů malé. Uvažované kmity pevných látek nesmí být zároveň vysta-
veny žádnému elastickému předpětí nebo silnému elektrickému poli. Pokud tyto požadavky
nejsou splněny, musí být výsledky výpočtů upraveny pomocí různých korekčních faktorů
nebo tyto výpočty musí obsahovat některé nelineární popisy zadávané pomocí jednotli-
vých vstupních podmínek. Vlastnosti akustického vlnění rezonátoru jsou vždy ovlivněny
vnitřními a vnějšími parametry, které způsobují nelineární vlastnosti krystalu. Tyto ne-
linearity můžeme nalézt na počátku nelineárních jevů, jako jsou frekvenčně-amplitudový
efekt, intermodulace a citlivost na různé fyzikální jevy jako např. elektrické pole, teplota,
mechanické síly, zrychlení nebo tlak [18] a [19]. Je zřejmé, že řada těchto nelineárních jevů
není žádoucí a naopak, nelinearity mohou být využity pro funkci snímačů [20], které pracují
na bázi BAW a SAW rezonátorů. Vlastní rezonanční frekvence určitého druhu kmitu pie-
zoelektrického výbrusu je obecně funkcí rozměrů výbrusu, hustoty materiálu a elastických
konstant piezoelektrického mate- riálu, ze kterého je rezonátor vyroben. Každá z těchno
veličin je však závislá na externích vlivech jako je teplota, budicí napětí, materiál elektrod,
jejich tloušťka atd. V následujících statích se budeme některým těmto okolním vlivům vě-
novat podrobněji.

Vlastní práce se zabývá elastickými nelinearitami křemene speciálně pro Y řezy rezo-
nátorů kmitajících tloušťkověstřižnými módy kmitů. Z celého spektra parametrů, které na
rezonátor působí, se dále budeme věnovat teplotnímu vlivu za změnu rezonančního kmi-
točtu a určení nelineárního koeficientu γ pomocí dvou metod měření, které byly popsány
v [15], [17], a možnosti stanovení efektivní hodnoty elastického modulu čtvrtého řádu c̃6666
pro měřené Y -řezy křemene.

3.1 Změna f vlivem teploty

Závislost změny rezonanční frekvence vlivem teploty je nejčastěji charakterizována tzv. tep-
lotním koeficientem frekvence αf a definována vztahem

αf =
1
f

∆f

∆T
(3)

kde ∆f značí změnu rezonanční frekvence f piezoelektrického výbrusu způsobenou změnou
teploty. Pro teplotní koeficient frekvence αf se také používá označení Tkf a obdobně se
značí i teplotní koeficienty elastických a piezoelektrických konstant a modulů.
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Obecně je závislost vlastní rezonanční frekvence na teplotě funkcí třetího řádu a má
tvar

f = f0(1 + α
(1)
f Θ+ α

(2)
f Θ

2 + α
(3)
f Θ

3 + ...) (4)

kde Θ = T − T0, f je výsledná frekvence piezoelektrického výbrusu při teplotě T , f0 je
frekvence při teplotě T0. K této teplotě se také vztahují koeficienty α

(1)
f , α

(2)
f a α

(3)
f .

Dále se budeme věnovat teoretickému stanovení teplotního koeficientu pro AT-řez kře-
menného rezonátoru a tyto výsledky budou porovnány s experimentálně naměřenou tep-
lotní závislostí reálného piezoelektrického rezonátoru, ze které pak budou stanoveny expe-
rimentální hodnoty teplotních koeficientů.

Výpočet Tkf pro AT-řez křemenného rezonátoru

AT-řez je definovám jako XY-řez, kde Ψ = −32, 25◦. Uvažujeme tenkou destičku kře-
mene se středem v ortogonálním systému os x1, x2 a x3, kde osa x1 je totožná s elektrickou
osou (X-osou) křemene. Tloušťka a šířka destičky je 2b a 2a. Na povrchu destičky, kde
hodnota x2 = ±b, je nanesena elektroda. Hustota a tloušťka elektrody je ̺

′

a 2b
′

. Vnější
strana elektrod a okraje destičky, kde x1 = ±a, nejsou zatíženy napětím. Proto stejně jako
bylo ukázáno v [21] můžeme pro další výpočet uvažovat pouze takové módy vibrací, které
jsou antisymetrické k osám x1 a x2 a nezávislé na ose x3.

Pokud budeme aplikovat teorii popsanou v [19], na dvourozměrnou pohybovou rovnici
odvozenou v [22], použijeme-li pouze výše uvedené módy vibrací a pokud i zanedbáme
piezoelektrické vlastnosti rezonátoru, pak se dá soustava pohybových rovnic křemenné
destičky bez elektrod zapsat ve tvaru

β22t
(0)
21,1 + β23t

(0)
31,1 +

1
b
β22F

(0)
2 +

1
b
β23F

(0)
3 = 2̺ü

(0)
2 ,

β32t
(0)
21,1 + β33t

(0)
31,1 +

1
b
β32F

(0)
2 +

1
b
β33F

(0)
3 = 2̺ü

(0)
3 ,

β11t
(1)
11,1 −

π

2b
β11t̄

(1)
21 +

1
b
β11F

(1)
1 = ̺ü

(1)
1 ,

β22t
(2)
21,1 + β23t

(2)
31,1 −

π

b
β22t̄

(2)
22 −

π

b
β23t̄

(2)
23 +

1
b
β22F

(2)
2 +

1
b
β23F

(2)
3 = ̺ü

(2)
2 ,

β32t
(2)
21,1 + β33t

(2)
31,1 −

π

b
β32t̄

(2)
22 −

π

b
β33t̄

(2)
32 +

1
b
β32F

(2)
2 +

1
b
β33F

(2)
3 = ̺ü

(2)
3 ,

β11t
(3)
11,1 −

3π
2b

β11t̄
(3)
21 +

1
b
β11F

(3)
1 = ̺ü

(3)
1 , (5)
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kde F
(n)
1 je n-tý řád povrchového napětí a určí se z rovnice

F
(n)
i = ti2(b)− (−1)nti2(−b), (6)

kde t
(n)
ij a t̄

(n)
ij jsou přírůstky napětí získané ze vztahů popisujících vztah napětí, posunutí

a teploty

t
(0)
12 = 2[D56(β23u

(0)
2,1 + β33u

(0)
3,1) +D66(β22u

(0)
2,1 + β23u

(0)
3,1) +

1
b
D66β11(k1u

(1)
1 + u

(3)
1 )],

t
(0)
13 = 2[D55(β23u

(0)
2,1 + β33u

(0)
3,1) +D56(β22u

(0)
2,1 + β23u

(0)
3,1) +

1
b
D56β11(k1u

(1)
1 + u

(3)
1 )],

t
(1)
11 = k2D11β11u

(1)
1,1 +

8
3b
[D12(β22u

(2)
2 + β32u

(2)
3 ) +D14(β23u

(2)
2 + β33u

(2)
3 )],

t
(2)
12 = D56(β23u

(2)
2,1 + β33u

(2)
3,1) +D66(β22u

(2)
2,1 + β23u

(2)
3,1)−

2
3b

D66β11u
(1)
1 +

+
18
5b

D66β11u
(3)
1 ,

t
(2)
13 = D55(β23u

(2)
2,1 + β33u

(2)
3,1) +D56(β22u

(2)
2,1 + β23u

(2)
3,1)−

2
3b

D56β11u
(1)
1

+
18
5b

D56β11u
(3)
1 ,

t
(3)
11 = D11β11u

(3)
1,1 −

8
5b
[D12(β22u

(2)
2 + β32u

(2)
3 ) +D14(β23u

(2)
2 + β33u

(2)
3 )],

t̄
(1)
12 =

π

2b
D66β11u

(1)
1 +

4k1
π
[D56(β23u

(0)
2,1 + β33u

(0)
3,1) +D66(β22u

(0)
2,1 + β23u

(0)
3,1)]−

−
4
3π
[D56(β23u

(2)
2,1 + β33u

(2)
3,1) +D66(β22u

(2)
2,1 + β23u

(2)
3,1)],

t̄
(2)
22 =

π

b
[D22(β22u

(2)
2 + β32u

(2)
3 ) +D24(β23u

(2)
2 + β33u

(2)
3 )] +

8
3π

D12β11u
(1)
1,1−

−
8
5π

D12β11u
(3)
1,1,

t̄
(2)
23 =

π

b
[D24(β22u

(2)
2 + β32u

(2)
3 ) +D44(β23u

(2)
2 + β33u

(2)
3 )] +

8
3π

D14β11u
(1)
1,1−

−
8
5π

D14β11u
(3)
1,1,

t̄
(3)
12 =

3π
2b

D66β11u
(3)
1 +

4
3π
[D56(β23u

(0)
2,1 + β33u

(0)
3,1) +D66(β22u

(0)
2,1 + β23u

(0)
3,1)]−

+
12
5π
[D56(β23u

(2)
2,1 + β33u

(2)
3,1) +D66(β22u

(2)
2,1 + β23u

(2)
3,1)]. (7)
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βij je získáno ze vztahu
βij = δij + αΘij ,

αΘij = α
(1)
ij Θ+ α

(2)
ij Θ

2 + α
(3)
ij Θ

3, (i, j = 1, 2, 3), (8)

kde δij je Kroneckerovo delta, α
(n)
ij je n-tý řád teplotně-roztažného koeficientu a Θ je tep-

lotní přírůstek vztažený k nominální teplotě To určený ze vztahu Θ = T − To.

Elastické moduly Dab a βij jsou závislé na teplotním přírůstku podle vztahů

Dab = Cab +D
(1)
ab Θ+D

(2)
ab Θ

2 +D
(3)
ab Θ

3, (a, b = 1, 2, ...6),

βij = δij + α
(1)
ij Θ+ α

(2)
ij Θ

2 + α
(3)
ij Θ

3, (9)

kde Cab je elastický modul při nominální teplotě To a hodnoty D
(n)
ab jsou podrobněji po-

psány v [19].

Vzhledem k mechanickému efektu pokovení destičky rezonátoru můžeme rovnici (6)
nahradit vztahem

F
(m)
k = Φ(m)k − 2Rb̺ü

(m)
k (k = 2, 3; m = 0, 2),

F
(q)
1 = Φ

(q)
1 + 4b

′D
′Θ
11β

′

11u
(q)
1,11 − 2Rb̺ü

(q)
1 (p = 1, 3). (10)

Protože povrchové napětí pro vnější stranu elektrody je rovno nule, můžeme psát

Φ(n)i = 0 (i = 1, 2, 3; n = 0, 1, 2, 3). (11)

V rovnici (10) je hmotnostní zatížení R získáno ze vztahu

R =
2̺′b′

̺b
, (12)

kde b′ je poloviční tloušťka elektrody na jedné straně destičky a ̺′ je hustota elektrody.
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D
′Θ
11 a β ′

11 jsou závislé na teplotním přírůstku Θ podle vztahů

D
′Θ
11 = D′

11 +D
′(1)
11 Θ,

β
′

11 = 1 + α
′(1)
11 Θ, (13)

kde D′

11 je elastický modul roviny elektrody při nominální teplotě To, D
′(1)
11 je první řád

teplotní derivace elestického modulu elektrody a α
′(1)
11 je první řád koeficientu teplotní roz-

tažnosti elektrody.

Použitých šest složek přírůstku posunutí u(n)i (xi, t) je v souřadném systému funkcí sou-
řadnice x1 a času.

u
(n)
i (xi, t) = u

(n)
i ejωt, (14)

kde u
(n)
i jsou již pouze funkcí souřadnice x1 a

u
(0)
2 = A

(0)
2 sin ξx1, u

(0)
3 = A

(0)
3 sin ξx1, u

(1)
1 = A

(1)
1 cos ξx1,

u
(2)
2 = A

(2)
2 sin ξx1, u

(2)
3 = A

(2)
3 sin ξx1, u

(3)
1 = A

(3)
1 cos ξx1. (15)

Dosazením soustavy rovnic (15) do rovnic (7) spolu s výsledky z rovnic (5) dostaneme
soubor šesti homogenních lineárních algebraických rovnic se šesti amplitudami A(n)i defi-
novanými v rovnicích (15).




a11 a12 a13 0 0 a16
a21 a22 a23 0 0 a26
a31 a32 a33 a34 a35 0
0 0 a43 a44 a45 a46
0 0 a53 a54 a55 a56

a61 a62 0 a64 a65 a66




.




A
(0)
2

A
(0)
3

A
(1)
1

A
(2)
2

A
(2)
3

A
(3)
1




= 0, (16)

kde hodnoty parametrů amn, m, n = 1..6 jsou určeny v [27].

Pokud položíme determinant matice koeficientů A
(n)
j z rovnice (16) roven nule

∣∣∣ aij

∣∣∣ = 0 (17)

dostaneme rozptyl poměru Ω vs z.
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Pro všechny kořeny z rovnice(17) je pět poměrů amplitud

A
(0)
2

A
(1)
1

= α1n,
A
(0)
3

A
(1)
1

= α2n,
A
(2)
2

A
(1)
1

= α3n,
A
(2)
3

A
(1)
1

= α4n,
A
(3)
1

A
(1)
1

= α5n (18)

možno vyjádřit pěti ze šesti rovnic (16).

Použité okrajové podmínky

a) Nulové napětí na povrchu pro x2 = ±(b+ 2b′)

p
(m)
k = β22t

(m)
12 + β23t

(m)
13 = 0 (k = 2, 3; m = 0, 2). (19)

b) Nulové napětí na hranách pro x2 = ±a

p
(q)
1 = β11t

(q)
11 = 0 (q = 1, 3). (20)

S šesti koeficienty zn z rovnice (16) a třiceti koeficienty αqn určenými z rovnice (18) můžeme
nyní psát

u
(0)
2 =

6∑

n=1

Anα1n sin ξx1, u
(0)
3 =

6∑

n=1

Anα2n sin ξx1,

u
(1)
1 =

6∑

n=1

An cos ξx1, u
(2)
2 =

6∑

n=1

Anα3n sin ξx1,

u
(2)
3 =

6∑

n=1

Anα4n sin ξx1, u
(3)
1 =

6∑

n=1

Anα5n cos ξx1. (21)

Po dosazení rovnic (21) do rovnic (7) a použití okrajové podmínky určené v (20) dostaneme
následující homogenní rovnici

6∑

n=1

Anbmn = 0, (m = 1, ....6), (22)

kde hodnoty parametrů bmn jsou určeny v [27].

Kořeny poměru a/b získáme, pokud položíme determinant koeficientů An v rovnici (22)
roven nule

∣∣∣ bmn

∣∣∣ = 0 (23)

a získáme tím výsledky pro sledování závislosti frekvenčního spektra Ω vs poměr a/b.
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Vliv elektrické tuhosti desky

Analýza volných vibrací piezoelektrického rezonátoru kmitajícího tloušťkově-střižnými kmity
se zkratovanými elektrodami ukázala, že vztah mezi základní a dalšími rezonančními frek-
vencemi není dán jednoduchými integrálními výrazy. Jejich vzájemný vztah závisí na fak-
toru elektromechanické vazby. Pro piezoeleletriký rezonátor s malou hodnotou faktoru
elektromechanické vazby a šířkou 2b můžeme určit rezonanční frekvenci základní a třetí
harmonické tloušťkově-střižných kmitů z matematických popisů Tierstena [23]

fn =
n

4b

√
c̄66
̺
(1−

4k226
n2π2

), (24)

kde

c̄66 = c66(1 + k̄226), k̄226 =
e226

c66ǫ22
.

Z rovnice (24) získáme

f1 =
1
4b

√
c66
̺
(1 + 0.095k226),

f3 =
3
4b

√
c66
̺
(1 + 0.455k226). (25)

Koeficienty 0.095k26 a 0.455k26 v rovnici (25) představují přírůstkové změny frekvenčně-
teplotních charakteristik. Teplotní koeficient prvního řádu pro základní a třetí harmonickou
rezonanční ∆Tf

(1)
1 a ∆Tf

(1)
3 je dán vztahem

∆Tf
(1)
1 = 0.095k

2
26(Tk226)

(1),

∆Tf
(1)
3 = 0.455k

2
26(Tk226)

(1), (26)

kde
(Tk226)

(1) = 2Te
(1)
26 − Tǫ

(1)
22 − Tc

(1)
66 .

Pro AT-řez křemenné desky je k26 = 0, 08806, (Tk226)
(1) = 2, 12 · 10−4, ∆f

(1)
1 = 1, 64 · 10−7

a ∆f
(1)
3 = 7, 47 · 10−7. Vypočtené hodnoty teplotního koeficientu (Tk226)

(1) odpovídají re-
álně naměřené teplotní závislosti AT-řezů křemenného piezoelektrického rezonátoru jsou
uvedeny v tabulce 1 na staně 18.
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Porovnání naměřené a vypočtené teplotní charakteristiky AT -řezu

Předchozí část byla věnována obecnému odvození teplotní závislosti Y -řezu křemenného
výbrusu kmitajícího tloušťkově-střižnými kmity. Teplotní závislost Y -řezu libovolného vý-
brusu piezokeramického materiálu lze také stanovit experimentálně měřením změny rezo-
nančního kmitočtu vlivem okolní teploty (např. v teplotní komoře).

Obrázek 1: Teplotní charakteristiky AT -řezu (−35o13′)

Pro porovnání měření a výpočtů byly vybrány dvě skupiny AT-řezů křemenných des-
kových piezoelektrických rezonátorů s orientacemi −35o13′ a −35o21′. Na povrch destiček
o průměru 7, 95 mm byly naneseny stříbrné elektordy o průměru 4 mm a hmotnostním
zatížením R = 0.008. Obě skupiny rezonátorů kmitají tloušťkově-střižnými typy kmitů
na základní harmonické 10 MHz. Základní a třetí harmonická rezonanční frekvence byla
u obou skupin rezonátorů měřena a počítána v rozsahu teplot od −35oC do +70oC.

Z teoreticky získaných hodnot frekvenčně-teplotních koeficientů byly vypočteny frek-
venčně-teplotní charakteristiky, které jsou společně s naměřenými frekvenčně - teplotními
charakteristikami pro základní i třetí harmonickou rezonanční frekvenci pro řezy s orientací
-35o13’ zobrazeny na obr. 1. Na obr. 2 je typická naměřená a vypočtená frekvenčně-teplotní
charakteristika pro základní i třetí harmonickou rezonanční frekvenci pro řezy s orientací
-35o21’.

Z naměřených hodnot frekvenčně-teplotních charakteristik byly vypočteny frekvenčně-
teplotní koeficienty, které jsou pro obě skupiny piezoelektrických rezonátorů shrnuty v ta-
bulce 1.
V tabulce 2 jsou zobrazeny frekvenčně-teplotní koeficienty vypočtené z rovnic (9), (13),

(17), (22) a (23) s ohledem na (26).
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Obrázek 2: Teplotní charakteristiky AT -řezu (-35o21’)

Tabulka 1: Frerekvenčně-teplotní koeficienty z naměřených charakteristik
n=1 n=3

Úhel orientace Tf (1) Tf (2) Tf (3) Tf (1) Tf (2) Tf (3)

[10−7] [10−9] [10−11] [10−7] [10−9] [10−11]
-35o13’ -0.259 -0.846 9.361 6.359 7.432 9.250
-35o21’ -7.325 -1.487 0.717 -0.645 -0.680 9.379

Rozdíly mezi naměřenými a výpočtem určenými hodnotami jsou dány nejistotou namě-
řených veličin a také možnými příměsemi v materiálu, ze kterého jsou rezonátory vyrobeny.
Teoretické výpočty jsou určeny pro křemen bez příměsí, čehož lze při výrobě umělého kře-
mene dosahnout jen velmi obtížně. Dalším důvodem nepřesností je tolerance výroby rezo-
nátoru, tedy přesnost úhlu řezu a hmotnosti nanesených elektrod. Úhel řezu je dle výrobce
rezonátorů určen s přesností ±1′.

3.2 Určení nelineárního koeficientu γ

Jak již bylo uvedeno v úvodu, existuje velké množství vlivů, které mají vliv na stabilitu
rezonančního kmitočtu. Teplotní závislost rezonančního kmitočtu je z těchto vlivů sice vět-
šinou nejvýraznější, ale není jediným jevem, který má na stabilitu rezonančního kmitočtu
vliv. Mezi takové jevy patří např. úroveň buzení (amplitudo-frekvenční vliv), okolní vib-
race, hmotnostní zatížení elektrod (nejčastěji používané mikrováhy), intermodulační jev
atd.

Z této velké skupiny jevů se dále budeme věnovat dalším nelineárním vlastnostem elas-
tických vlastností křemene. Tyto nelinearity se nejčastěji sledují pomocí vlivu intermodu-
lačního buzení rezonátoru nebo se sleduje vliv úrovně budícího signálu (tzv. amplitudově-
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Tabulka 2: Frerekvenčně-teplotní koeficienty vypočtené teoreticky
n=1 n=3

Úhel orientace Tf (1) Tf (2) Tf (3) Tf (1) Tf (2) Tf (3)

[10−7] [10−9] [10−11] [10−7] [10−9] [10−11]
-35o13’ 4.633 1.547 10.847 7.917 1.251 10.834
-35o21’ -7.774 -0.203 10.953 0.091 0.394 11.168

frekvenční vliv) na změnu rezonanční frekvence. Tomuto tématu je pro Y -řezy věnována
práce [17], kde je ukázán vliv nelineárních vlastní elastických modulů a z nich je odvozen
základní vztah pro nelineární koeficient γ v následující podobě

γ = 1/2c̃E
22 + c̃E

266 + 1/6c̃
E
6666, (27)

kde c̃E
22 , c̃

E
266 a c̃E

6666 značí postupně efektivní elastické moduly druhého, třetího a čtvrtého
řádu.

Nelineární koeficient γ je pro libovolný Y -řez podle rovnice (27) složen ze tří efektivních
elastických modulů. Efektivní hodnoty c̃E

22 a c̃E
266 je tedy možno určit s pomocí tabulek, které

obsahující hodnoty základních prvků matice elastického modulu druhého a třetího řádu,
které je vypočíst podle vztahu

Ãi...p = Aa...h

∑

a...h

αia . . . αph, (28)

kde Ãi...p je efektivní hodnota složky tenzoru, Aa...h je složka základní matice tenzoru a
αia . . . αph jsou směrové kosiny úhlu natočení, které jsou pro natočení kolem jedné ortogo-
nální osy X zobrazeny v tabulce 3.

Tabulka 3: Směrové kosiny pro Y -řezy křemenných výbrusů
Osa x y z
x’ 1 0 0
y’ 0 cosΦ − sinΦ
z’ 0 sinΦ cos Φ

Pro výpočet elastických modulů 2. a 3. řádu byly v jazyce Delphi vytvořeny jedno-
duché programy, které po zadání úhlu natočení pro Y -řezy křemenných piezoelektrických
rezonátorů základní matice přepočítají na efektivní hodnoty. Výstupem není jen potřebná
hodnota c̃E

22 a c̃E
266 , ale celá matice efektivních hodnot. Pro vlastní výpočet jsme použili

zjednodušenou verzi programu, která nám určí jen žádanou hodnotu elastického modulu
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druhého a třetího řádu.

Elastický modul čtvrtého řádu c̃E
6666 je v této rovnici neznámou, protože prvky základní

matice elastického modulu 4.řádu ještě nikde nebyly publikovány. Pro určení koeficientu γ
však existuje několik metod a je ho tedy možno měřením pro konkrétní řez určit. Ve své
práci ho postupně určili jak Tiersten [17], tak i Nosek [15] pro AT -řez piezoelektrického
rezonátoru. Popisu těchto metod měření a jejich další specifikaci se budeme věnovat dále.

Určení efektivní hodnoty c̃6666

Úpravou rovnice (27) získáme

c̃E
6666 = 6γ − 3c̃E

22 − 9c̃E
266. (29)

Touto rovnicí je možno určit efektivní hodnotu změřeného Y -řezu piezoelektrického vý-
brusu. I když není známa základní matice elastických modulů čtvrtého řádu, lze podle
rovnice (28) obecně určit, z kolika prvků základní matice elastického modulu čtvrtého
řádu je efektivní hodnota elastického modulu c̃E

6666 určena. Pro tento výpočet byl vytvořen
program, který nám vypíše obecnou rovnici výpočtu tenzoru osmého řádu, kterým elas-
tický modul čtvrtého řádu je. Rovnice je složena z nenulových násobků prvků základní
tenzorové matice.

Program byl vytvořen v obecné poloze, tedy pro určení cE
λµκτ . Základním prvkem pro-

gramu pro výpočet efektivní hodnoty prvku matice tenzoru 8. řádu je tato transformační
matice

c̃ijklmnop =
∑

abcdefgh

αiaαjbαkcαldαmeαnfαogαph, (30)

kde αia ÷αph jsou směrové kosiny úhlu natočení, které jsou pro Y -řezy určeny v tabulce 3.
Jedná se tady o otočení kolem elektrické osy X základního ortogonálního systému os.
Jak již bylo uvedeno v předcházejících částech, program pro tranformaci nám nemůže

spočítat konkrétní hodnotu elastického modulu. Proto byl tento program oproti progra-
mům pro výpočet efektivních hodnot tenzorů druhého a třetího řádu upraven na pouhý
výčet nenulových násobků prvků základní tenzorové matice. V první verzi programu byly
vypisovány všechny nenulové prvky tranformované matice - výsledkem tedy stejně jako
u elastických modulů druhého a třetího řádu celá matice efektivních hodnot elastického
modulu čtvrtého řádu. Celý výstup byl však velmi nepřehledný a proto v konečné verzi
vypisuje program výčet nenulových násobků prvků základní matice pouze pro jeden zvo-
lený prvek matice efektivních hodnot elastického modulu čtvrtého řádu.

Celý program je postaven tak, že spočítá transformační rovnici pro libovolný úhel na-
točení Y -řezu (stejně jako je tomu zvykem u programů pro elastické moduly nižších řádů),
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ale pouze pro jeden libovolný prvek matice efektivních hodnot elastického modulu čtvrtého
řádu. Na obr. 3 je vidět vzorový výpis tohoto programu pro prvek c̃E

6666, který nás zajímá.
Tato efektivní hodnota je složena z 16 prvků základní matice tenzoru osmého řádu.

Obrázek 3: Okno programu pro výpočet efektivní hodnoty koeficientu tenzoru 8.řádu

Pro elastický modul čtvrtého řádu předpokládáme platnost stejných pravidel symetrie,
která jsou uvedena např. v [24] Tím se nám počet prvků základní matice, které se svými
váhovými poměry podílí na velikosti efektivní hodnoty hledaného prvku elastického mo-
dulu, redukuje. Výsledkem rekukce vlivem symetrie pro námi hledanou efektivní hodnotu
c̃6666 je následující rovnice

c̃E
6666 = A1c

E
5555 + A2c

E
5556 + A3c

E
5566 + A4c

E
5666 + A5c

E
6666 , (31)

kde koeficienty A1, A2, A3, A4 a A5 jsou váhovým zastoupením jednotlivých prvků matice
elastického modulu čtvrtého řádu. Počet prvků základní matice tenzoru osmého řádu se
nám tedy redukoval na pouhýh 5 nezávislých prvků.

Dostali jsme tedy základní rovnici o 5 neznámých. Pokud dokážeme změřit hodnotu
c̃E
6666 pro 5 různých Y - řezů, bude možno výpočtem určit 5 neznámých prvků základní
matice elastických modulů čtvrtého řádu.
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3.3 Metody pro určení nelineárního koeficientu γ

Pro určení nelineárního koeficientu γ jsme předpokládali použití dvou základních metod.

• vznik intermodulačního efektu
• závislost rezonanční frekvence na buzení

Pro určení základních prvků tenzorové matice elastického modulu osmého řádu je potřeba
5 různých Y - řezů. Přesto bylo vybráno 6 řezů, ze kterých by se po určení jejich efek-
tivní hodnoty elastického modulu čtvrtého řádu mělo dát dle vztahu (31) určit 5 hodnot
základní matice elastického modulu čtvrtého řádu. Šestý řez je brán jako kontrolní pro
porovnání výsledku efektivní hodnoty elastického modulu čtvrtého řádu vypočteného a
naměřeného a zároveň pro možnost různých kombinací použitých naměřených hodnot pro
výpočet a zjištění rozptylu takto určených hodnot v budoucnosti. V rozsahu předložené
práce je porovnávacím řezem především AT -řez, pro nějž již byla hodnota efektivní hod-
nota c̃E

6666 několikrát experimentálně určena. Bude tedy používán i pro specifikaci, zda je
použitá měřicí metoda pro určení hodnoty nelineárního koeficientu γ vhodná a za jakých
podmínek je nutno měření provádět.

Pro měření byly vybrány následující komerčně využívané Y -řezy :
AT -řez, BT -řez, CT -řez, DT -řez, Y 90 -řez a Y 67, 5 -řez.

Pro řezy rezonátorů se používá více typů označení. V tabulce 4 jsou shrnuty všechny
typy označení pro použité řezy. V dalším textu budeme většinou používat komerční typ
označení nebo označení výrobce (pokud komerční označení není zažito).

Tabulka 4: Označení řezů křemene
Natočení osy Y −36, 25◦ −35, 2◦ −22, 5◦ 0◦ 49, 05◦ 52, 5◦

Označení řezu výrobcem Y 53, 75 Y 54, 8 Y 67, 5 Y 90 Y 139, 05 Y 142, 5
Komerční označení CT -řez AT -řez BT -řez DT -řez

Negativní vlivy na všechny typy měření nelineárního koeficientu γ

Nelineární koeficient γ patří mezi nelineární jevy, které jsou velmi obtížně sledovatelné.
Největším problémem, který brání přesnému měření všech slabších nelineárních vlivů, je
již dříve popsaný vliv teplotní závislosti rezonančního kmitočtu. Obě jmenované metody
pro měření nelineárního koeficientu γ jsou ovlivněny teplotními závislostmi rezonančního
kmitočtu.

Pro všechny použité piezoelektrické rezonátory jednotlivých Y -řezů je potřeba změ-
řit teplotní závislost rezonančního kmitočtu a určit pásmo teplotní necitlivosti nebo bod
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Obrázek 4: Teplotní charakteristiky a) AT -řez, b) BT -řez a c) CT -řez
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Obrázek 5: Teplotní charakteristiky a) řez Y 90 a b) řez Y 67, 5
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obratu teplotní závislosti rezonančního kmitočtu piezoelektrického rezonátoru, aby byl eli-
minován vliv teplotní závislosti rezonančního kmitočtu v průběhu celé doby měření, který
je velmi dominantní a zkresluje a tím znehodnocuje výsledky měření jiných typů nelinearit
na piezoelektrických rezonátorech. Proto byly pro všechny piezoelektrické rezonátory jed-
notlivých Y -řezů změřeny teplotní závislosti v oblasti teplot, které lze na použité teplotní
komoře nastavit. Na obrázku 4 jsou postupně teplotní charakteristiky AT -řezu, BT -řezu
a CT -řezu a na obrázku 5 jsou teplotní charakteristiky řezu Y 90 a řezu Y 67, 5.

Jak je z těchto charakteristik vidět, jsou především řezy Y 90 a Y 67, 5 velmi teplotně zá-
vislé a v intervalu teplot nastavitelných na měřicí komoře je jejich teplotní závislost téměř
lineární. Řez CT má také téměř lineární teplotní závislost v oblasti normálních teplot, ale
změna rezonanční frekvence je ve srovnání s řezy Y 90 a Y 67, 5 téměř nevýrazná. U řezu
BT je v rozsahu teplotní komory možno najít bod obratu teplotní závislosti rezonančního
kmitočtu a dá se předpokládat, že při měření v okolí tohoto bodu bude vliv teplotní závis-
loti především elastických vlastností piezoelektrického rezonátoru minimalizován. Teplotní
závislost AT - řezu byla podrobněji probrána v předchozím oddíle.

Intermodulační metoda

Jestliže jsou dva harmonické signály s amplitudami V1 a V2 a kmitočty ω1 a ω2 rovnoměrně
rozloženy kolem rezonančního kmitočtu rezonátoru ωN a zároveň působí současně, vzniká
v důsledku nelineárních elastických vlastností rezonátoru prostřednictvím piezoelektrického
jevu intermodulační signál o napětí VΩ a úhlovém kmitočtu Ω, jehož velikost získáme ze
vztahu

Ω1 = 2ω1 − ω2 (32)

Tohoto jevu lze využít k zjištění nelineárních elastických vlastností piezoelektrického mate-
riálu, ze kterého je rezonátor vyroben. Protože se vždy jedná o určitý úhel řezu piezoelek-
trickým materiálem, zjišťujeme tedy pouze efektivní hodnoty elastických vlastností, které
se na jevu podílí. Odvození vzorců pro stanovení elastických vlastností je uvedeno dále a
je odvozeno z použitého měřicího řetězce.

Pro měření byl vytvořen měřicí řetězec, který je zobrazen na obrázku 6. V řetězci byly po-
užity dva identické generátory HP 33120A s frekvenčním rozsahem 0, 1÷13MHz s amplitu-
dou harmonického signálu do 23, 95dBm, teplotní komora Saunders 4220 a Network/Spectrum
analyzátor HP 4195A, který je možno použít pro měření frekvencí až do 500 MHz v úrov-
ních signálů −9÷+20 dBm .
Pro intermodulační napětí po zavedení zjednodušujících konstant tedy platí

V̂Ω =
−RA21ΩA23A4 + jRA1ΩA4

1 +R2A21ΩA
2
23

(33)

kde hodnoty jednotlivých parametrů jsou uvedeny v [26].
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Obrázek 6: Zapojení přístrojů v měřicím řetězci

Komplexní hodnota intermodulačního napětí měřicího obvodu je uvedena v [15] a [26].

Obrázek 7: Průběh amplitud výstupního signálu obvodu pro měření intermodulace

Na obrázku (7) je zobrazen celý spektrální průběh amplitud výstupního signálu obvodu
a jsou zde i názorně ukázány výše uvedené amplitudy V1, V2 a VΩ a kmitočty ω1, ω2, ωN a Ω.

Protože pro výpočet nelineárního koeficientu γ je do vzorce nutno zadat mnoho změ-
řených nebo vypočtených hodnot, bylo pro měření využito několik měřicích pracovišť.

Pro celkový výpočet byl opět vytvořen program v jazyce Delphi, který ze zadaných
hodnot počítá hledaný koeficient γ. Na obr. (8) je vidět, že pro výpočet je potřeba zadat
skutečně velké množství hodnot. To do celého procesu výpočtu zanáší velkou nejistotu mě-
ření, která není žádoucí pro co nejpřesnější určení nelineárního koeficientu γ. Podívejme
se tedy podrobněji na přesnost daného měření.
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Obrázek 8: Okno programu pro výpočet nelineárního koeficientu γ

Přes všechny negativní vlivy, které byly výše vzpomenuty, jsme pro AT - řez při mě-
ření v oblasti teplotní necitlivosti došli k srovnatelnému výsledku s dříve publikovanými
v pracech [15], [17], a metoda se zdála použitelná i pro další Y - řezy.

Vliv měřicího řetězce na vypočtenou hodnotu i vliv mezivýpočtů byl již ukázán. Dal-
ších negativním vlivem je teplotní závislost rezonančního kmitočtu. Nejprve se podíváme
na teplotní charakteristiky uvedené na obr (4 a 5). Mimo AT -řezu a BT - řezu není
možno pro ostatní zvolené Y - řezy najít pásmo nebo bod teplotní necitlivosti. Vzhle-
dem k tomu, že je celý proces měření poměrně dlouhý (řádově desítky minut), dochází
k velkému lokálnímu ohřevu piezoelektrického rezonátoru vlastním mechanickýcm pohy-
bem piezoelektrické destičky rezonátoru. Přesto jsme se o to pokusili a snažili jsme se
udržet teplotu v průběhu měření konstantní.

V tabulce 5 jsou uveden celkové výsledky měření koeficientu γ pomocí intermodulační
metody. Přestože výsledky vypadají adekvátně a především u řezů Y 90 a Y 67.5 jsou i
s poměrně malým rozptylem, nevypovídají o nelineárním koeficientu γ. Všechny jsou
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zatíženy velmi velkou chybou způsobenou teplotní závislostí jednotlivých řezů.

Tabulka 5: Vypočtené hodnoty koeficientu γ[Nm−2]
Úhly řezu −36, 25◦ −35, 2◦ −22, 5◦ 0◦ 49, 05◦ 52, 5◦

Rez. č.1 1, 13.1010 1, 84.1011 7, 11.1010 9, 16.1010 2, 06.1011 5, 50.1011

Rez. č.2 6, 02.109 2, 74.1011 6, 77.1010 1, 76.1011 5, 83.1011

Rez. č.3 5, 14.109 3, 28.1011 7, 25.1010 5, 98.1010 1, 70.1011 4, 97.1011

Rez. č.4 4, 26.1011 6, 23.1010 1, 62.1011 1, 56.1011 5, 45.1011

Rez. č.5 2, 19.1011 6, 14.1010 1, 18.1011 5, 03.1011

⊘ D 13, 95 9 9 9 13, 95 13, 95
[mm]
⊘ d 7 4 4 4 7 7
[mm]

kde ⊘ D je ⊘ rezonátoru a ⊘ d je ⊘ elektrody.

Protože se nepodařilo přijít na způsob, jak teplotní závislost rezonančního kmitočtu
v průběhu dlouhého měření eliminovat, bylo od této metody ustoupeno.

Vliv budicího napětí

Obrázek 9: Závislost df/f na příkonu P a) lineární osa x b) logaritmická osa x

Dalším způsobem, kterým je možno určit nelineární koeficient γ, je vliv budicího na-
pětí. Jak již bylo uvedeno dříve, je vliv budicího napětí na rezonanční kmitočet vysvětlován
nelineárními závislostmi elastických vlastností piezoelektrických látek a je tedy specifiko-
ván pomocí nelineárního koeficientu γ. Jedná se o měření sériové rezonanční frekvence při
stálé teplotě okolí, kdy se mění úroveň budícího napětí. Toto měření není oproti měření
intermodulace tak časově náročné, jedna hodnota je při známé výrobcem udané rezonanci
cca 2 min.

28



Obrázek 10: Měřicí řetězec pro měření závislosti df/f na budicím napětí
TK - teplotní komora
M - multiplexer
G - generátor
VV - vektorového voltmetru
MP - obvodu s π-články
PC - řídícího PC

Výsledkem takovéto naměřené závislosti je jak bylo např. ukázáno v [2] závislost ∆f
f
=

f(I2). V dnešní době se ale spíše používá závislost ∆f
f
= f(P ), ve dvou variantách. S osou

x v lineárních souřadnicích viz. obr. 9 a) a logaritmických souřadnicích viz obr. 9 b). Jak je
z proložených křivek s naměřenými hodnotami zřejmé, tato závislost je čistě lineární. Pro
obě závislosti je nutno určit velikost proudu Ir, který rezonátorem při rezonanci protéká
a pro závislost na budicím příkonu je nutno určit velikost elektrického oodporu Rh při
rezonanční frekvenci a z nich pak příkon Pr.

Závislost ∆f
f
= f(P ) je tedy čistě lineární a vztah můžeme psát ve tvaru

∆f

f
= AP, (34)

kde A je směrnicí přímky závislosti změny rezonančního kmitočtu na příkonu.
Pro tuto závislost Tiersten ve své práci [6] pro destičky rezonátorů kmitajících tloušťkově -
střižnými kmity odvodil vztah

∆f

f
=
9
√
2
32

γρ

π2ηnc̄3/2R
1/2
e (MnPn)1/4

√
h
· P, (35)

kde η označuje hodnotu ztrátového tření, která je považována za nezávislou na frekvenci a
je rovna η = 0.3 · 10−3 Nm−2s, plocha rezonátoru je dána vztahem 2πr2r a plocha elektrod
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vztahem 2πr2e . Mn a Pn jsou hodnoty nelineárních rovnic uvedených ve 2.kapitole.

Pro měření byl vytvořen měřicí řetězec, který je zobrazen na obr. 10 včetně popisu
jednotlivých částí tohoto měřicího řetězce. Měřicí řetězec umožňuje měřit celou sérii rezo-
nátorů tj. všechny rezonátory stejného řezu) na jedné nastavené teplotě.

I pro toto měření předpokládáme vliv teplotní závislosti rezonančního kmitočtu. Tato
závislost je experimentálně zjištěna. Na obr. 11 a) jsou zobrazena naměřená data závis-
losti změny rezonančního kmitočtu na budicím výkonu a na teplotě pro BT - řez proložená
regresními přímkami. Jako nominální křivku vezmeme lineární regresi při bodu obratu
Θ = 34◦C. Teploty nižší než tato teplota leží na rostoucí křivce teplotní závislosti a proto
jsou i lineární regrese naměřených dat ovlivněny pozitivně. Směrnice těchto tečen jsou
větší než směrnice nominální přímky. Teploty vyšší než 34◦C leží na klesající kčivce tep-
lotní závislosti a proto dochází k opačnému jevu. Směrnice lineárních regresí jsou ovlivněny
negativně, tj, jsou menší než směrnice nominální regresní přímky.
Pro CT - řez jsou naměřená data a odpovídající regresní přímky zobrazeny na obr. 11 b).
Vzhledem k měření na BT - řezu se dá předpokládat, že teplotní závislosti rezonančního
kmitočtu CT - řezu ovlivňuje nominální křivku závislosti ∆f/f = f(P ) negativně.
Na obr. 12 a) je pro Y 67 - řez vidět, že naměřená data mají oproti předchozím měřením
skutečně velký vliv teplotní závislosti rezonančního kmitočtu. Teplotní závislost f leží na
rostoucí křivce a proto je vliv na směrnice regresních přímek pozitivní.
Data na obr. 12 b) jsou pro Y 90 - řez a jsou obdobná jako u řezu Y 67, jen díky téměř dvoj-
násobné teplotní závislosti f jsou regresní přímky napěťové závislosti téměř rovnoběžné.

Z výsledků tedy budeme porovnávat směrnice průběhů měření závislosti rezonanční
frekvence na budicím výkonu a pro výpočet směrnice regresní přímky budeme používat
pouze program MS Excel. V tabulce 6 jsou shrnuty směrnice pro použité řezy rezonátorů.

Tabulka 6: Směrnice A2 regresních přímek závislosti df/f = f(P )
Úhly řezu −36, 25◦ −22, 5◦ 0◦ 49, 05◦

−10◦C 3,757
10◦C 2,669 60,59 64,86 0,813
25◦C 56,72 71,77
34◦C -4,859 10−4 W−1

40◦C 59,65 64,83 -6,427
55◦C 77,93 60,44 -9,863
70◦C 2,247 58,43
130◦C 1,226
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Obrázek 11: Závislost f na P - Y -řezy a) BT - řez, b) CT - řez
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Obrázek 12: Závislost f na P - Y -řezy a) řez Y 67, 5 a b) řez Y 90
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Z naměřených dat pro všechny uvedené řezy je jasné, že BT - řez půjde použít pro
modelování a bližší zkoumání korelace mezi teplotní závislostí rezonančního kmitočtu a
budicím výkonem. Proto v konečné tabulce výsledků měření závislosti rezonančního kmi-
točtu na budicím výkonu jsou zcela vypovídající jen směrnice BT - řezu při měřených
teplotách, které se dají použít pro přesnou kvantifikaci korelace teplotní závislosti rezo-
nančního kmitočtu a závislosti rezonančního kmitočtu na buzení. Pro tuto korelaci bude
nutno stanovit další vlivy, které ji mohou ovlivnit, což je především doba měření jednotli-
vých bodů závislosti a také odpor rezonátoru, a z nich poté odvodit lokální ohřev středu
desky rezonátoru, kde je pohyb největší a dále přesun tepla po elektrodách a proti tomuto
ohřevu působící přenos tepla z teplotní komory.
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Závěr

Pro studium nelineárních vlastností piezoelektrických látek se předpokládá, že jejich pů-
vodcem jsou nelineární vlastnosti elastických koeficientů resp. modulů. V práci jsem se
věnovala pouze křemenných Y -řezům. Byly popsány obecné rovnice pro teplotní závislost
křemenných destiček Y-řezů kmitajících tloušťkově-střižnými módy kmitů.

Nově byla pro Y -řezy odvozena a prezentována rovnice pro výpočet efektivní hodnoty
elastického modulu čtvrtého řádu, která po využití symetrie pro krystalicku třídu 32 vedla
k závěru, že na její hodnotu má vliv pouze 5 hodnot základní matice elastického modulu
čtvrtého řádu a pokud by se povedlo měřením určit 5 efektivních hodnot elastického mo-
dulu čtvrtého řádu, je možno určit 5 hodnot základní matice elastického modulu čtvrtého
řádu.

Díky silnému vlivu teplotní závislosti rezonančního kmitočtu se rezonanční kmitočet
mění a proto je problém udržet rezonanční kmitočet uprostřed mezi budicími signály. Rov-
noměrné rozložení budicích signálů kolem rezonančního kmitočtu je základní podmínka
vzniku intermodulačního produktu, jehož hodnotu je pro určení efektivní hodnoty elas-
tického modulu čtvrtého řádu třeba přesně změřit. Protože se nepodařilo najít metodu,
kterou by se podařilo udržet rezonanční kmitočet mezi dvěma budicími signály, byla inter-
modulační metoda vyhodnocena jako nevhodná.

Závislost rezonančního kmitočtu na úrovni buzení piezoelektrického rezonátoru je pro
přesné vyhodnocení vlivu zatížena korelací mezi zkoumaným jevem a teplotní závislostí re-
zonančního kmitočtu piezoelektrického rezonátoru. Tuto korelaci se podařilo identifikovat
a její vliv dokumentovat. Tato metoda se tedy jeví jako skutečně použitelná pro stanovení
efektivní hodnoty elastického modulu čtvrtého řádu. Daný jev tedy bude dále zkoumán,
budou provedena měření, kde bude přesně stanovena doba zatížení piezoelektrického re-
zonátoru a z ní se pak pokusíme tento vliv eliminovat jako systematickou chybu měřicí
metody.

Celý postup měření ukázaný zde na křemeni bude pak dále možno beze změny rovnic
použít na všechny piezoelektrické látky krystalizující ve stejné soustavě jako křemen tj např.
langasit a langatit. Při stanovení 5 základních hodnot elastického modulu čtvrtého řádu
pak bude možno modelovat velikost nelineárního koeficientu gama a pokusit se stanovit
takové Y-řezy křemene, které budou mít tento koeficient nulový, což by znamenalo i nulovou
závislost piezoelektrického rezonátoru na budicím napětí.
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