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Abstrakt

Růst produktivity výroby vyžaduje stále vyšš́ı výkony, na které se muśı dimenzovat i rozvodny
velkých trojfázových proud̊u. Vysoké proudy však vyžaduj́ı rozměrné vodiče umı́stěné bĺızko
sebe, které se navzájem ovlivňuj́ı i při ńızkých frekvenćıch proud̊u. Je to předevš́ım nerov-
noměrné rozložeńı proudu ve vodiči zp̊usobené jednak vlastńım proudem (skinefekt), jednak
proudy v sousedńıch vodič́ıch (v́ı̌rivé proudy). Teoretickým i experimentálńım studiem tohoto
jevu se zabývá tato práce.

V teoretické oblasti jsme odvodili přibližný vztah pro skinefekt v prakticky už́ıvaném vodiči
pravoúhlého pr̊uřezu. Nedávno byl publikován poněkud jiný vztah. Správnost tohoto vztahu
porovnáváme s naš́ım př́ıstupem. Dále jsme vypracovali metodu pro rychlý výpočet vněǰśıho
magnetického pole, které se jev́ı jako jediná možnost ověřeńı vztahu pro proudovou hustotu
ve vodiči. Tato metoda kombinuje analytický vztah a numerickou integraci. Lze ji s úspěchem
použ́ıt na studium vlivu skinefektu, ale selhává při započ́ıtáváńı vlivu v́ı̌rivých proud̊u. Pro tuto
kompletńı dynamickou úlohu jsme orientačně aplikovali metodu konečných prvk̊u v systému
COMSOL Multiphysics.

Ćılem experimentu bylo předevš́ım ověřit vztahy pro skinefekt. Realizovali jsme plně auto-
matizované dynamické měřeńı všech veličin, zejména vektor̊u magnetického pole, v soustavě tři
masivńıch vodič̊u pravoúhlého pr̊uřezu. Prokázali jsme točivé magnetické pole v okoĺı vodič̊u. S
ćılem omezit vliv v́ı̌rivých proud̊u byl ve většině experiment̊u v tř́ıfázové soustavě vodič̊u buzen
pouze středńı vodič. Volbou počátečńı fáze v experimentálńıch datech pak bylo možné odděleně
sledovat př́ıspěvek od v́ı̌rivých proud̊u a skinefektu. Rovněž bylo měřeno elektrické napět́ı na
povrchu vodiče s ćılem ověřit předpoklad konstantńıho povrchového proudu. Byly jsme však li-
mitováńı citlivost́ı a přesnost́ı měř́ıćıch př́ıstroj̊u. Takto se ale podařilo experimentálně prokázat
nár̊ust odporu vodiče s rostoućı frekvenćı, stejně jako nár̊ust fázového posuvu mezi proudem a
napět́ım, který se v literatuře obvykle neuvád́ı.

Vypočtené a naměřené magnetické pole dobře souhlasily pro ńızké frekvence, kdy je vliv
v́ı̌rivých proud̊u malý. Vliv skinefektu se nepodařilo jednoznačně prokázat z d̊uvodu experi-
mentálńıch chyb. Při nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz teče vodičem malý proud a magnetické pole je
slabé. Je to však jen technický problém a již je znám zp̊usob, jak tento proud zvýšit. Započteńım
vlivu v́ı̌rivých proud̊u správnou aplikaćı softwaru pro metodu konečných prvk̊u lze dosáhnou
dobrého souhlasu s experimentem u všech frekvenćı ve tř́ıfázové soustavě.



Abstract

Industry productivity growth requires even more and more electrical energy. It implicates a
need of adequate designed three-phase high current distribution nets. However, high currents
require large dimension conductor lines located close to each other that influence themselves
even at low current frequencies. High current interaction results in non-uniform distribution of
current in conductor line caused by its own current (skin effect) and currents in closely located
conductors (eddy currents). Present work deals with theoretical and experimental study of this
phenomenon.

Theoretical part derived an approximate formula for skin effect in practical conductor of
rectangular cross section. Recently, a different formula was published and we compare its
correctness with the results of our study. We developed a method of fast calculation of the
external magnetic field, which seems to be the only possibility to verify the formula for current
density in a conductor. Our method combines analytic form and numerical integration. It can
be successfully used to determine the influence of skin effect, but it fails when the effect of eddy
currents is non negligible. To examine complete impact of this dynamic effect we tried to apply
the finite element method in COMSOL Multiphysics system.

The aim of the experiment was primarily to verify the formulas of skin effect. We carried
out a fully automated dynamic measurement of all variables, especially magnetic field vectors
in a system of three large conductor of rectangular shape. We proved a rotating magnetic field
around the conductors. Only middle conductor was excited in order to reduce the influence
of eddy currents in most experiments in the three-phase conductor system. The contribution
of eddy currents and skin effect could be monitored independently through selection of initial
current phase in the experimental data. Conductor surface voltage was measured to verify the
assumption of constant surface current. However, we were limited by insufficient sensitivity and
accuracy of measuring devices. We have been able to experimentally demonstrate an increase
in conductor resistance linked with frequency increase and also phase shift between current and
voltage, which is not mentioned in related publications.

The calculated and measured magnetic field values correlated well under low frequencies,
where the influence of eddy currents is small. Impact of skin effect was not clearly demonstrated
due to experimental error. An experimental limitation allows us to use only low current values
at high frequencies (1200 Hz) that produce low magnetic field. This is just a technical problem
and already a method to increase the current is already known. By correct application of finite
element method software we expect the achievement of a good agreement with experimental
values at all frequencies in the three-phase system.By correct application of finite element me-
thod software and taking in account the impact of eddy currents, we achieve a good agreement
with experimental values at all frequencies in the three-phase system.
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2 Úvod 2

3 Teorie 5

3.1 Skinefekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1 Ćıle disertačńı práce

Disertačńı práce vycháźı ze současného stavu poznáńı v oblasti povrchových jev̊u v elektromag-
netizmu a d̊usledně přihĺıž́ı k technickým požadavk̊um praxe. Z hlediska rozvoje všeobecného
poznáńı jde předevš́ım o systematické studium povrchových jev̊u ve vodič́ıch složitěǰśıho pr̊uřezu,
k němuž patř́ı i pravoúhlý profil. Z hlediska praxe to jsou problémy, které vznikaj́ı v ńızkona-
pět’ových sběrnićıch při vysokých proudových zat́ıžeńıch:

• Jedńım z problémů je nerovnoměrné rozložeńı proudu ve vodiči. Povrchový jev má za
následek nadměrné zahř́ıváńı povrchu. Proto je nutné tyto sběrnice chladit.

• Daľśım problémem je volba profilu vodič̊u. Z ekonomických d̊uvod̊u se hledaj́ı optimálńı
profily tak, tak aby docházelo k maximálńımu využit́ı mědi a přitom umožnily snadnou a
rychlou montáž. Bohužel se už nebere takový ohled na vedleǰśı jevy, které t́ımto př́ıstupem
vznikaj́ı.

• Při konstrukci se berou málo v úvahu přechodné jevy při zaṕınáńı a vyṕınáńı velkých
výkon̊u, nebo při havarijńım stavu. Pak mohou krátkodobě téct proudy mnohonásobně
převyšuj́ıćı ustálený stav, na který je rozvodna navržena. Tyto proudy vyvolaj́ı silné pulsńı
magnetické pole, které může vést ke značným nárazovým silám mezi vodiči.

Na základě těchto požadavk̊u můžeme formulovat základńı ćıle disertačńı práce.

• V oblasti teorie se jedná zejména o toto:

– Nalézt komplexńı řešeńı rovnic pro povrchové jevy ve velmi jednoduchých prostřed́ıch.
Komplexńım řešeńım se rozumı́ źıskat nejen pr̊uběh proudové hustoty, ale i buzeného
magnetického či elektrického pole.

– Pokusit se nalézt přibližné analytické řešeńı rovnic pro skinefekt ve vodiči s pravo-
úhlým profilem.

– Protože veličiny, zejména proudová hustota, v předchoźıch dvou bodech jsou vypoč-
teny uvnitř vodiče, nelze je měřit. Relativně snadno lze však měřit vněǰśı magnetické
pole. Proto je nutno formulovat vztahy pro jeho výpočet na základě rozložeńı prou-
dové hustoty uvnitř vodiče. Pro urychleńı výpočtu by tyto vztahy, nebo alespoň
jejich část, měly být analytické.

• V oblasti experimentu jde zejména o ověřeńı teoretických výsledk̊u a źıskáńı základńıch
poznatk̊u o experimentálńım modelu trojfázové rozvodny. Předevš́ım jde o tato základńı
měřeńı:

– Zprovoznit existuj́ıćı aparaturu, aby bylo možno provádět komplexńı automatizo-
vaná měřeńı. Komplexńım měřeńım se rozumı́ měřeńı všech významných obvodových
veličin v časové oblasti. Měřeńı v časové oblasti vyžaduje plnou automatizaci, tj.
ř́ızeńı poč́ıtačem, jak z hlediska podnětu, tak zejména z hlediska odezvy.

– Měřeńı indukce vněǰśıho magnetického pole, které umožńı ověřit teoretický výpočet
rozložeńı proudové hustoty ve vodiči.

– Měřeńı napět́ı na povrchu vodič̊u s ćılem źıskat představu o jeho rozložeńı.
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• Z hlediska výpočt̊u se práce soustřed́ı na tyto oblasti:

– Základńı zpracováńı výstupńıch dat s ćılem jejich synchronizace a źıskáńı věrohod-
ných údaj̊u.

– Výpočet všech parametr̊u povrchového jevu popsaného přesnými nebo přibližnými
analytickými vztahy.

– Výpočet magnetického pole v okoĺı vodič̊u analyticky nebo numerickou integraćı.

– Simulace modelu použit́ım metody konečných prvk̊u pro ty př́ıpady, kdy numerické
integrace nelze použ́ıt.

• Z hlediska aplikace výsledk̊u:

– Výpočtem źıskané výsledky z matematického modelu budou porovnávány s experi-
mentálńımi výsledky. Z těchto výsledk̊u by měla vzej́ıt nová koncepce proudových
sběrnic.

– Základńım úkolem je nalézt takové řešeńı, aby povrchové jevy byly co nejv́ıce potla-
čeny.

2 Úvod

Současná tendence v technice je zvyšovat výkon a snižovat rozměry. To plat́ı i pro oblast rozvo-
den elektrické energie. Zvyšováńı výkonu si vynucuje rostoućı produktivita práce a použ́ıváńı
některých nových či ekologických technologíı. Snižováńı rozměr̊u jde ruku v ruce s požadavkem
úspor, v našem př́ıpadě drahé mědi. Obě tyto skutečnosti a některé daľśı vedou k problémům,
které je nutno studovat a na základě výsledk̊u studia přij́ımat vhodná opatřeńı.

Při řešeńı problémů trojfázových rozvoden s vysokými proudy je nutno se zabývat předevš́ım
otázkou vzájemné elektromagnetické interakce vodič̊u. Vodiči se přenáš́ı velký proud, maj́ı tedy
poměrně velký pr̊uřez. I při technických frekvenćıch se může d́ıky velkému pr̊uřezu uplatnit
skinefekt. Protože vodiče trojfázové soustavy jsou nav́ıc bĺızko sebe (s ćılem úspor mı́sta), lze
očekávat, že se v nich indukuj́ı silné v́ı̌rivé proudy. Oba jevy, ale zejména v́ı̌rivé proudy, vedou
k nerovnoměrnému rozložeńı proudu ve vodič́ıch, proud je vytlačován k povrchu. To může
zp̊usobit přehř́ıváńı povrchových část́ı vodič̊u.

Silné proudy vyvolávaj́ı silné magnetické pole, takže mezi bĺızko umı́stěnými vodiči mohou
vznikat značné vzájemné śıly. Tyto śıly mohou překročit únosnou mez v př́ıpadě přechodných
jev̊u. K nim docháźı např. při zaṕınáńı a vyṕınáńı velkých spotřebič̊u nebo při havaríıch. V
těchto př́ıpadech tečou několikanásobně vyšš́ı proudy než v ustáleném stavu.

Respektovat skinefekt a v́ı̌rivé proudy je kĺıčovým úkolem, jehož řešeńı umožńı analýzu
návrhu či realizace rozvodny. Při tom jde o poměrně složité jevy v reálném systému. S ohledem
na jejich d̊uležitost, oba tyto jevy by měly být studovány teoreticky a experimentálně ověřeny.
V této úvodńı části nast́ıńıme, co se již udělalo ve světě, s jakými rozvodnami se setkáváme a
co je třeba v jejich problematice ještě dořešit.

Problematika v́ı̌rivých proud̊u v obecné poloze je elektromagnetizmu známa v podstatě již
od vzniku teorie elektromagnetického pole [4], [5]. V r̊uzném rozsahu se objevuje i v dnešńıch
monografíıch v češtině [1], [2]. Obdobně je tomu i v nejnověǰśıch ciźıch monografíıch, např. [3]. V
technicky zaměřených monografíıch, např. [1], je zejména skinefektu věnována přiměřená část.
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Podrobněǰśı analytické řešeńı se pochopitelně omezuje jen na nejjednodušš́ı př́ıpad, harmonický
proud ve vrstvě, který je v technické praxi splnitelný jen velmi přibližně. Daľśı analytické řešeńı
je vodič kruhového pr̊uřezu. Zde se však použ́ıvaj́ı méně známé Besselovy funkce, i když v
MATLABu se s nimi dá pracovat stejně jako s elementárńımi funkcemi.

Existuj́ı i speciálńı monografie zaměřené na tyto jevy. V češtině to je již starš́ı teoretická
kniha [7], která je však zaměřena sṕı̌se do oblasti mikrovln. Kniha v angličtině ze stejného
obdob́ı [6] je rovněž teoretická, i když je v ńı načrtnut pr̊uběh skinefektu v trojfázové rozvodné
soustavě. Protože v té době byly numerické výpočty velmi náročné, kvantitativńıch informaćı
je v ńı málo.

Publikace v časopisech, zejména z posledńıho obdob́ı jsme vyhledávali pomoćı prohĺıžeč̊u
odborné literatury na internetu. I když jsme se snažili použ́ıt univerzálńı kĺıčová slova ve velkém
logickém rozmeźı, výsledk̊u vyhledáváńı bylo poměrně málo. Dále se o nich stručně zmı́ńıme.

Informace ve zjǐstěné nověǰśı časopisecké literatuře se obvykle týkaj́ı řešeńı technických
problémů s v́ı̌rivými proudy, př́ıpadný výpočet je spojen s aplikaćı integrálńıch vztah̊u nebo
použit́ım metody konečných prvk̊u. Lze je rozdělit do ťŕı (nikoli disjunktńıch) oblast́ı: Kontrola
rozvodny ([12], [13]), redukce vlivu v́ı̌rivých proud̊u na oteplováńı vodivých objekt̊u ([14], [16],
[17] [18]) nebo naopak jejich efektivńı využit́ı v pećıch [19]. Částečně se použ́ıvaj́ı integrálńı
vztahy, částečně diferenciálńı rovnice vedoućı k aplikaci metody konečných prvk̊u.

Převážně experimentálńı práce [12] se týká trojfázové rozvodny použ́ıvaj́ıćı plochých vodič̊u
umı́stěných bĺızko sebe. Konečné řešeńı je v publikaci [13]. Protože se jedná o napět́ı řádu kV
a proudy tiśıc̊u ampér, mı́sto standardńıch proudových transformátor̊u se navrhuje použit́ı op-
tických transformátor̊u proudu. Ty v principu měř́ı indukci magnetického pole prostřednictv́ım
magnetooptického jevu a z jej́ı velikosti určuj́ı bud́ıćı proud. Mohou být jak v objemovém,
tak tenkovrstvém provedeńı. Hlavńım problémem, který zkresluje měřeńı, jsou v́ı̌rivé proudy.
Uvažuje se několik možnost́ı uspořádáńı magnetooptického senzoru. Provád́ı se pak kvalitativńı
rozbor, které řešeńı nejv́ıce omeźı v́ı̌rivé proudy. Nebudeme přecházet do podrobnost́ı, v závěru
se uvád́ı, že optimálńım řešeńım je dvojnásobné st́ıněńı.

Vliv v́ı̌rivých proud̊u na otepleńı pravoúhlé tyče se uvažuje v pr̊ukopnické práci [14]. Uvažuje
se dopadaj́ıćı časově proměnné magnetické pole na nekonečný nemagnetický vodič pravoúhlého
pr̊uřezu. Výsledkem jsou integrálńı vztahy pro výpočet výkonových ztrát s ćılem sńıžit je.
Naopak práce [15] se zabývá indukčńım ohřevem, tedy využit́ım v́ı̌rivých proud̊u ve velice
speciálńı problematice supravodivosti. Ohřevem vlivem v́ı̌rivých proud̊u se zabývá též práce
[16]. Zde se jedná o vznik v́ı̌rivých proud̊u ve stěně nádoby transformátoru v rozvodně, pokud
jsou dráty s velkým proudem vedeny bĺızko ńı. Při řešeńı se opět použ́ıvá integrálńıho př́ıstupu.

Analytické vztahy pro ohřev hlińıkové desky nekonečné plochy a konečné či nekonečné
tloušt’ky, v jej́ıž bĺızkosti jsou vodiče přenášej́ıćı silný proud, jsou v práci [17]. V tomto jedno-
duchém př́ıpadě jsou odvozeny analytické vztahy pro elektromagnetické veličiny z Maxwellových
rovnic a okrajových podmı́nek. Ze źıskaných složitých vztah̊u lze vypoč́ıst ztráty.

Kromě integrálńı formulace se využ́ıvá i formulace diferenciálńı. Výpočtem ztrát v́ı̌rivými
proudy ve výkonových transformátorech se zabývá práce [18]. K výpočtu rozložeńı elektro-
magnetických veličin a ztrátového výkonu použ́ıvá metodu konečných prvk̊u. Aplikaćı metody
konečných prvk̊u na rozložeńı elekromagnetických veličin v obloukové peci se zabývá poměrně
stará práce [19]. Diskuse správné aplikace metody konečných prvk̊u a r̊uzné možnosti formulace
základńıch parametr̊u úlohy pro v́ı̌rivé proudy a skinefekt je smyslem práce [11].

Pokud jde o přibližné analytické řešeńı skinefektu ve vodiči poněkud speciálńıho pr̊uřezu,
kterým je již pravoúhlý pr̊uřez, jsou informace v literatuře sporadické. V češtině to je předevš́ım
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článek [8], který podrobně popisuje skinefekt a dává kvalitńı podklady pro numerické řešeńı.
Pro tuto práci byla však kĺıčová nedávná publikace [9], kde se vycháźı z řešeńı dvou jed-

norozměrných parciálńıch diferenciálńıch rovnic1 pro dvě souřadné osy a jako řešeńı př́ıslušné
dvourozměrné diferenciálńı rovnice se použije jejich součin. O tomto př́ıstupu, který je velmi
podobný našemu řešeńı, se podrobněji zmı́ńıme ještě později jak v teoretické části, tak v popisu
experimentu a nakonec v diskusi.

Jako př́ıklad praktické aplikace zmı́ńıme firmu Erico, která nab́ıźı modulárńı systémy do
proudového zat́ıžeńı 7200 A. Realizace je na obr. 1.

Obrázek 1: Rozvodný systém firmy Erico

Z tohoto přehledu literatury (a náznaku realizace), který možná neńı úplný, ale asi jej lze
považovat za reprezentativńı, vyplývá, že teoretické studium povrchových jev̊u v elektromagne-
tizmu se omezuje jen na nejjednodušš́ı př́ıpady, zpravidla uváděné v učebnićıch. Ve složitěǰśıch
př́ıpadech, ke kterým patř́ı již i vodič s pravoúhlým profilem, je nutno použ́ıt přibližné, obvykle
numerické, řešeńı. Tato práce se snaž́ı modelovat jevy v realizovaných rozvodnách. V teorii
hledá model, který lze alespoň přibližně popsat analyticky a určit všechny jeho vlastnosti. Na
experimentálńım modelu pak teorii ověřuje.

1Jendorozměrná parciálńı diferenciálńı rovnice obsahuje druhou derivaci podle souřadnice a času.
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3 Teorie

Časově proměnné elektromagnetické pole při ńızkých frekvenćıch nazýváme kvazistacionárńı
elektromagnetické pole. Jeho základńım rysem je to, že všechny body tohoto pole ve vyšetřované
oblasti maj́ı stejnou fázi, což znamená, že elektromagnetická vlna se š́ı̌ŕı nekonečnou rychlost́ı
(v této oblasti). Fyzikálńı podmı́nkou pro tento model je to, aby rozměry oblasti byly podstatně
menš́ı než vlnová délka elektromagnetické vlny ve vakuu. Při technických frekvenćıch, se kterými
v této práci pracujeme, je tato podmı́nka bezpečně splněna.

Základem pro fyzikálńı analýzu děj̊u kvazistacionárńıho elektromagnetického pole je zákon
elektromagnetické indukce, který má v diferenciálńı formě Maxwellových rovnic tvar

rot ~E = −

∂ ~B

∂t
, (1)

kde symbolem ~B je označena bud́ıćı časově proměnná magnetická indukce a ~E je intenzita
buzeného elektrického pole jako odezva.

Obecný fyzikálńı význam zákona elektromagnetické indukce (1) je tento: Časově proměnné
vněǰśı magnetické pole bud́ı (časově proměnné) elektrické pole s uzavřenými siločárami. Toto
pole existuje všude, v jakémkoliv prostřed́ı, ve vakuu, dielektriku i ve vodiči. Nazveme je v́ı̌rivé
elektrické pole, správněji by mělo být v́ırové elektrické pole.

Protože se jedná o kvazistacionárńı elektromagnetické pole, elektrické pole ve vakuu a die-
lektriku nebud́ı magnetické pole. Pokud je ale prostřed́ım vodič, v němž neńı př́ımo buzen
elektrický proud, v́ı̌rivé elektrické pole v něm bud́ı v́ı̌rivé proudy. Jejich orientace se zjist́ı např.
podle Lenzova pravidla, které lze formulovat takto: Indukovaná veličina má takovou orientaci, že
se svými účinky snaž́ı zabránit změně, která ji vyvolala. Lenzovo pravidlo je d̊usledek znaménka
mı́nus v zákonu elektromagnetické indukce (1).

Indukované v́ı̌rivé proudy ve vodiči bud́ı vnitřńı magnetické pole. Podle Lenzova pravidla je
toto pole orientováno tak, že p̊usob́ı proti vněǰśımu poli a snaž́ı se je sńıžit. Výsledné magnetické
pole, vzniklé složeńım vněǰśıho bud́ıćıho a vnitřńıho indukovaného pole, je tedy slabš́ı než pole
p̊uvodńı.

Vı́̌rivé proudy vznikaj́ı ve vodiči vždy, pokud je př́ıtomno časově proměnné magnetické pole.
Nyńı uvažujeme složitěǰśı př́ıpad, že vodičem procháźı časově proměnný proud buzený časově
proměnným elektrickým polem, jehož napět’ový zdroj je mimo vyšetřovanou oblast vodiče.
Časově proměnný elektrický proud bud́ı magnetické pole a toto magnetické pole vytvář́ı podle
rovnice (1) v́ı̌rivé elektrické pole a t́ım i v́ı̌rivý elektrický proud. Tento v́ı̌rivý elektrický proud
jako odezva na bud́ıćı proud p̊usob́ı opět proti bud́ıćımu proudu a snaž́ı se jej sńıžit. Tento
př́ıpad nazveme skinefekt.

Toto rozlǐsováńı na v́ı̌rivé proudy a skinefekt neńı zcela přesné, protože vždy se jedná o
v́ı̌rivé proudy a jejich interakce. Má však nesporný praktický význam a v této práci je chápeme
jako užitečné pracovńı termı́ny.

3.1 Skinefekt

Lze ukázat, že elekromagnetické veličiny jsou při pr̊uchodu vodičem tlumeny. Existuje jen v
bĺızkosti jeho povrchu. Proto se často mluv́ı o povrchovém jevu. Je zřejmé, že č́ım bude vyšš́ı
frekvence bud́ıćıho pole, t́ım bude útlum ve vodiči větš́ı. Připomeňme, že v běžné technické
literatuře nebývá skinefekt popsán dostatečně přesně. Obvykle se uvád́ı, že při vysokých frek-
venćıch:
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• Proud teče po povrchu vodiče.

• Proud teče v tenké povrchové vrstvě.

• Proud prudce klesá směrem do vodiče.

Disertačńı práce podrobně popisuje úplné analytické řešeńı skinefektu a v́ı̌rivých proud̊u pro
nejjednodušš́ı prostřed́ı. Zde pouze uvedeme, že proudová hustota je obecně komplexńı funkćı a
fyzikálńı význam má jej́ı reálná či imaginárńı složka. Již v př́ıpadě vrstvy má pokles proudové
hustoty směrem dovnitř osciluj́ıćı charakter. V některých oblastech ve větš́ı hloubce teče malý
proud opačným směrem. Při použit́ı komplexńı symbolické metody, tj. popis pomoćı amplitudy
a fáze, se ukazuje, že mezi proudovou hustotou a intenzitou bud́ıćıho elektrického pole je fázový
posuv.

Jako nový výsledek zde uvedeme odvozeńı přibližného analytického vztahu pro skinefekt
v nekonečné tyči. Předpokládáme, že obdélńıkový vodič má š́ı̌rku 2a ve směru osy X a š́ı̌rku
2b ve směru osy Y , čili pr̊uřez vodiče je umı́stěn v rovině XY . Proud protéká ve směru osy
Z. Kritickým mı́stem je formulace okrajových podmı́nek. Pro jednoduchost předpokládáme, že
proudová hustota má konstantńı hodnotu io na povrchu tyče. To je splněno pro stejnosměrný
proud, a tedy přibližně i pro ńızké frekvence. Proto mluv́ım o přibližném analytickém vztahu.

V práci je odvozen tento přibližný vztah pro proudovou hustotu uvnitř pravoúhlé tyče

i(x, y) = −io
cosh(δ̂x) cosh(δ̂y)

cosh(δ̂a) cosh(δ̂b)
+ io

cosh(δ̂x)

cosh(δ̂a)
+ io

cosh(δ̂y)

cosh(δ̂b)
, (2)

kde

δ̂ = (1 + j)

√

ωµγ

2
, (3)

je komplexńı útlumová konstanta, ω = 2πf je úhlová frekvence, f je frekvence, µ je permeabilita
vodiče a γ jeho elektrická vodivost. Dosazeńım x = a nebo y = b do výsledného řešeńı (2) se
přesvědč́ıme, že okrajové podmı́nky jsou splněny.

Celkový proud tyč́ı ~I spoč́ıtáme integraćı proudové hustoty (2) přes pr̊uřez tyče

Î =

∫ a

−a

∫ b

−b

i(x, y)dxdy = io
2

δ̂2
[−2 tgh(δa) tgh(δb) + δ tgh(δa) + δ tgh(δb)] . (4)

Naopak, je-li zadán celkový proud v tyči, což je praktický př́ıpad, proudovou hustotu io ve
zvtahu (2) vypoč́ıtáme podle vztahu

îo = I
δ̂2

2 [−2 tgh(δa) tgh(δb) + δ tgh(δa) + δ tgh(δb)]
. (5)

Ve vztaźıch se na prvńı pohled může zdát neshoda v tom, že někdy je proudová hustota
reálná, vztah (4), jindy komplexńı, vztah (5). Pro celkový proud je tomu naopak. Ve skutečnosti
je vše v pořádku, zadávanou veličinu (nezávisle proměnnou) voĺıme reálnou, vypočtená veličina
je pak komplexńı.

Pro ilustraci uvád́ıme základńı výsledky. Předpokládáme měděnou tyč š́ı̌rky 10 mm ve směru
osy X a výšky 50 mm ve směru osy Y , kterou protéká celkový proud 1000 A. Frekvence je
parametrem. Pr̊uběh proudové hustoty podél základńıch os je na následuj́ıćıch obrázćıch. Na
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Obrázek 2: Pr̊uběh proudové hustoty v pravoúhlé tyči pro r̊uzné frekvence, a) podél osy X, b)
podél osy Y

obr. 2a je pr̊uběh proudové hustoty podél osy X. Pro ńızké frekvence je rozložeńı proudové
hustoty téměř rovnoměrné, pro vysoké frekvence je proud vytlačován směrem k okraj̊um, kde
dosahuje maxima. Neočekávaným výsledkem je to, že při nejvyšš́ı frekvenci teče uprostřed tyče
proud opačným směrem.

Na obr. 2b je pr̊uběh proudové hustoty podél osy Y . Protože je nyńı rozměr pětkrát větš́ı
než předchoźı, povrchový jev je výrazněǰśı. S rostoućı frekvenćı je proud stále v́ıce vytlačován
k okraj̊um. Maxima však nedosahuje na okraj́ıch tyče, ale v jejich bĺızkosti. To je zřetelné pro
nižš́ı frekvence. Rovněž tak uprostřed vodiče nemuśı být nutně minimum proudové hustoty.
Nejpodstatněǰśı, a zároveň nejméně očekávaný, je ale výsledek, že při vysoké frekvenci teče
proud v dosti široké oblasti kolem osy vodiče opačným směrem. Tento proud je ale poměrně
slabý.

Již tyto základńı obrázky ukazuj́ı, že pr̊uběh proudové hustoty v tyči je dosti komplikovaný
a nemuśı plně odpov́ıdat vžitým představám, které jsme uvedli na počátku této kapitoly.

3.1.1 Alternativńı řešeńı

V práci [9], která se objevila nedávno, je v principu povrchový jev poč́ıtán podle analogických
výchoźıch rovnic, avšak výsledné vztahy maj́ı tvar

î(x, y) = I
δ̂xδ̂y

4

cosh(δ̂xx) cosh(δ̂yy)

sinh(δ̂xa) sinh(δ̂yb)
, (6)

kde I je calkový proud tekoućı tyč́ı. Koeficienty2 δ̂x a δ̂y muśı splňovat podmı́nku

δ̂2

x + δ̂2

y = jωµγ. (7)

Porovnáme tento výsledek s naš́ım řešeńım (2), ve kterém ponecháme pouze součin hyper-

2Na rozd́ıl od našeho řešeńı to nejsou útlumové konstanty.
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bolických funkćı a pro toto řešeńı použijeme celkový proud I. Dostaneme vztah

îr(x, y) = I
δ̂2

4

cosh(δ̂x) cosh(δ̂y)

sinh(δ̂a) sinh(δ̂b)
, (8)

Je zřejmé, že polož́ıme-li

δ̂x = δ̂y = δ̂ = (1 + j)

√

ωµγ

2
, (9)

obě řešeńı (6) a (8) jsou identická. Je splněna i podmı́nka (7). K tomuto výsledku se v práci [9]
docháźı v př́ıpadě čtvercového pr̊uřezu.

Pro tyč obdélńıkového pr̊uřezu jsou v práci [9] odvozeny přibližné vtahy pro útlumové
konstanty δ̂x a δ̂y

δ̂x = (1 + j)

√

ωµγ

2

√

2b

a + b
, δ̂y = (1 + j)

√

ωµγ

2

√

2a

a + b
. (10)

Je v nich tedy započten pr̊uřez vodiče, i když bezrozměrně.
Porovnáńı výsledk̊u z obou teoríı pro povrch vodiče, kde je rozd́ıl největš́ı, je na daľśıch

obrázćıch. Výsledky podle naš́ı teorie jsou označeny jako konstantńı (povrchový) proud, podle
druhé teorie se jedná o proměnný (povrchový) proud. Porovnáńı povrchové proudové hustoty
podle obou teoríı pro vodič s obdélńıkovým pr̊uřezem 10 x 50 mm je na obr. 3. Pr̊uběh podél
svislé strany o výšce 50 mm je na obr. 3a, pro vodorovnou stranu o š́ı̌rce 10 mm je na obr. 3b.
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Obrázek 3: Proudová hustota na povrchu vodiče: a) svislá strana, b) vodorovná strana

Podle teorie proměnného proudu, obr. 3a, má proudová hustota na povrchu vodiče dosti
neobvyklé projevy. Proudová hustota by se měla měnit velmi prudce v bĺızkost hrany, v části
povrchu by měl proud téct opačným směrem a ve středńı části povrchu by prakticky neměl téci
v̊ubec.

Obdobný pr̊uběh proudové hustoty lze vypoč́ıtat i pro vodorovný povrch tyče na obr. 3b.
Proudová hustota opět prudce klesá směrem od hrany a v poměrně rozsáhlé středńı části by měl
proud téct opačným směrem. Proud je soustředěn jen v bĺızkosti hrany. Na ńı je nav́ıc proudová
hustota nespojitá, jednostranná limita ve směru výšky se lǐśı od limity ve směru š́ı̌rky.
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3.2 Magnetické pole

Pr̊uběh všech veličin ovlivněných skinefektem nebo v́ı̌rivými proudy lze analyticky vypoč́ıtat
uvnitř vodiče pro jednoduché, v praxi přibližně použitelné, př́ıpady. Protože se žádná sonda
nemůže dostat pod povrch vodiče, neńı možno vypočtené pr̊uběhy ověřit př́ımo. To se týká jak
skinefektu, tak v́ı̌rivých proud̊u. Tento problém je i u jiných oblast́ı fyziky, např. podle teorie
existuje v kapalinách obrovský vnitřńı tlak. Ten však nemůžeme ze stejných d̊uvod̊u změřit.
Jeho existenci lze však ověřit z některých jeho d̊usledk̊u.

U skinefektu je situace obdobná. Důkazem jeho existence je r̊ust odporu vodiče se zvyšuj́ıćı
se frekvenćı. K ověřeńı vypočtených pr̊uběh̊u to však nestač́ı. Nejjednodušš́ı zp̊usob je použ́ıt
přesné měřeńı vněǰśıho magnetického pole studovaného vodiče. V d̊usledku skinefektu neńı
proud ve vodiči rozložen rovnoměrně, je soustředěn bĺızko jeho povrchu. Vněǰśı magnetické pole
bude mı́t tedy pro stř́ıdavý proud dostatečně vysoké frekvence jiný pr̊uběh než pro stejnosměrný
proud, který je ve vodiči rozložen rovnoměrně.

Pro ověřeńı analytických výsledk̊u je tedy d̊uležité umět spoč́ıtat (a přesně změřit) pr̊uběh
magnetického pole vně vodiče. K výpočtu magnetické indukce pomoćı Biot-Savartova zákona
v okoĺı masivńıho vodiče nelze nalézt obecný analytický vztah, je nutno použ́ıt numerické
integrace. Naštěst́ı pro př́ımý masivńı vodič existuje analytický vztah pro integraci podél jeho
délky, takže numerická integrace se vztahuje pouze na jeho pr̊uřez. V práci jsme kombinaćı
obou metod odvodili pro složky magnetické indukce v okoĺı masivńıho vodiče se š́ı̌rkou 2a ve
směru osy X, výškou 2b ve směru osy Y a délkou 2L ve směru osy Z, kterým protéká proud o
proudové hustotě io(x, y) ve směru osy Z, vztah

Bx(x, y, z) =
µ0

4π

∫ a

−a

∫ b

−b

io(xd, yd)
y − yd

(x − xd)2 + (y − yd)2

[

z − L
√

(z − L)2 + Kxy

−

z + L
√

(z + L)2 + Kxy

]

dxddyd,

By(x, y, z) = −

µ0

4π

∫ a

−a

∫ b

−b

io(xd, yd)
x − xd

(x − xd)2 + (y − yd)2

[

z − L
√

(z − L)2 + Kxy

−

z + L
√

(z + L)2 + Kxy

]

dxddyd,

Bz(x, y, z) = 0.

(11)

Pokud je proud ve vodiči rozložen rovnoměrně, źıská se proudová hustota tak, že celkový proud
vyděĺıme pr̊uřezem vodiče. Obecný postup předpokládá integraci přes objem. Proto je tato
metoda minimálně o řád rychleǰśı při výpočtech. Délka vodiče je totiž jeho největš́ı rozměr,
a tak vyžaduje nejv́ıce element̊u. Praktické porovnáńı ukazovalo urychleńı téměř 3000 krát.
Vztah (11) byl použit téměř při všech výpočtech magnetické indukce.

Pro ilustraci uvád́ıme na obr. 4a pr̊uběh magnetické indukce drátu s pr̊uřezem 10 x 50 mm,
kterým protéká stejnosměrný proud 1000 A. Pr̊uběh je podél př́ımky rovnoběžné se směrem
proudu (osa Z), která lež́ı v r̊uzné vzdálenosti od osy vodiče. Tuto vzdálenost udává parametr.
Je použita logaritmická stupnice pro magnetickou indukci. Je zobrazena pouze složka magne-
tické indukce By, složka Bx je v rovině y = 0 nulová. Podél drátu a v jeho relativńı bĺızkosti
je indukce téměř konstantńı, za jeho konci prudce klesá. Fyzikálně tento př́ıpad neńı realizova-
telný (proud zač́ıná a konč́ı), nicméně dobře popisuje pr̊uběh magnetické indukce pro polohy,
které nejsou př́ılǐs bĺızko okraj̊u vodiče.
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Obrázek 4: Magnetické pole masivńıho vodiče: a) pr̊uběh svislé složky indukce podél podélné
osy, b) indukčńı čáry v rovině kolmé k ose vodiče

Poněkud názorněǰśı pr̊uběh magnetické indukce ve vektorové formě je na obr. 4b. Jde o
tentýž př́ıpad jako na předchoźım obrázku. Vektory jsou v hlavńı rovině z = 0. Obrázek od-
pov́ıdá fyzikálńım představám. Na obrázku je zaj́ımavý zrakový klam. Zdá se, že mř́ıžka neńı
pravoúhlá, ale nepravidelná, př́ıpadně mı́sty zešikmená. Pokud však pozorně sledujeme počátky
vektor̊u, o pravidelnosti a pravoúhlosti mř́ıžky neńı pochyb.

4 Experiment

Jediným jednoduchým zp̊usobem, jak prokázat vliv skinefektu a v́ı̌rivých proud̊u, je měřeńı
magnetického pole v okoĺı masivńıho vodiče. To bylo provedeno na aparatuře, kterou zde
poṕı̌seme. I když měřeńı magnetického pole v okoĺı vodič̊u je kĺıčovým měřeńım, aparatura
byla použita i k základńımu měřeńı obvodových veličin a napět́ı na povrchu vodič̊u. Protože se
jednalo o měřeńı v časové oblasti, bylo nutno měřeńı automatizovat.

Obrázek 5 nám představuje celkový pohled na měř́ıćı aparaturu a následuj́ıćı obrázek 6
blokové schéma zapojeńı jednotlivých měř́ıćıch př́ıstroj̊u. Jako zdroj použijeme programova-
telný zdroj Chroma 61704 (PG), který je napájen z tř́ıfázové rozvodné śıtě. Tento zdroj je
připojen přes převodńık GPIB/USB k poč́ıtači. Tř́ıfázový výstup z programovatelného zdroje je
připojen na vstup proudových transformátor̊u (TPT), protože potřebujeme źıskat velké proudy
na sekundáru. Tyto transformátory lze na primárńı straně zapojovat bud’ do hvězdy, nebo do
trojúhelńıku podle požadovaného výstupńıho proudu. Rovněž transformátory obsahuj́ı odbočky,
pomoćı kterých lze regulovat vstupńı napět́ı. Tyto transformátory jsou speciálně vinuty tak,
aby se dosáhlo při jejich zkratu maximálńıch proud̊u v řádu několika tiśıc ampér.

Na tyto akčńı proudové transformátory jsou připojeny 3 měděné masivńı vodiče (DUT). Lze
je libovolně zaměnit za jiné, stejně tak lze v určitém rozmeźı měnit vzdálenost mezi nimi. Konce
vodič̊u jsou opatřeny zkratem pomoćı měděných plech̊u. Sekundár je zapojen do hvězdy. Na
vodič́ıch jsou nasunuty měř́ıćı transformátory proudu (MT), které jsou připojeny k měř́ıćımu
analyzátoru Norma 5000 (M). Na tomto měř́ıćım analyzátoru lze též měřit libovolná napět́ı.
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K měřeńı vektoru magnetické indukce vně vodič̊u použijeme 3D Hallovu sondu (3DHP).
Výstup z této sondy je připojen na napět’ové vstupy analyzátoru Norma 5000. Sonda je při-
pevněna na 1D pozičńım systému (1DPS), který je poháněn krokovým motorem (SM). Ten je
připojen k AD převodńıku NiDaq (ADC), který ho ovládá.

PG

TPT

DUT

MT

3DHP

NSM

1DPS

ADC

Obrázek 5: Aparatura pro kompletńı studii experimentálńıho modelu rozvodny

M

TPT

LAN

USB

SMADC

3DHP

1DPS

MT

USB

PG DUT

ADC

PC

Obrázek 6: Blokové schéma aparatury, Legenda: PG - Programovatelný generátor Chroma
61704, M - Měř́ıćı analyzátor Norma 5000, ADC - AD převodńık NiDaq, TPT - Tř́ı fázový
transformátor, 3DHP - 3D Hallova sonda, SM - Krokový motor, DUT - Masivńı vodiče, MT -
Měř́ıćı transformátory, 1DPS - 1D pozičńı systém, PC - Osobńı poč́ıtač

Podrobný popis použitých př́ıstroj̊u je v práci, zde se pouze zmı́ńıme o vlastnostech progra-
movatelného generátoru Chroma 61704. Jeho výstupem je téměř libovolné trojfázové napět́ı.
Frekvenčńı rozsah lze nastavovat v rozmeźı 15 Hz až 1200 Hz. Výstupńı trojfázové napět́ı lze
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měnit v plném rozsahu. Při dané frekvenci je to poměrně tvrdý zdroj, výstupńı napět́ı málo
klesá s rostoućım odeb́ıraným proudem. Pokud je výstup harmonický (sinusový) lze libovolně
měnit úhel mezi fázemi, dále lze v každé fázi nastavit jiné napět́ı. Lze tedy vytvářet libovolnou
nesymetrickou harmonickou trojfázovou soustavu. Obecně lze však požadovat libovolný časový
pr̊uběh na výstupu. Základńı pr̊uběhy (obdélńık, pila atd.) jsou přednastaveny, ostatńı je možno
naprogramovat. T́ımto zp̊usobem lze mj. experimentálně simulovat poruchy.

Originálńı zapojeńı 3D Hallovy sondy má unipolárńı výstup a naměřené Hallovo napět́ı
bylo nutno odeč́ıst od referenčńıho napět́ı 2.5 V. Při měřeńı slabých poĺı a tud́ıž i malých
Hallových napět́ı, což je pro tuto práci typické, byly měřené napět́ı a vypočtená magnetická
indukce zat́ıženy velkou chybou. Proto bylo pozměněno zapojeńı. Výstupńı Hallovo napět́ı bylo
přivedeno př́ımo na vstup zesilovače v rozsahu -2.5 až 2.5 V v diferenciálńım módu. Abychom
byli v tomto zapojeńı schopni určit jaké napět́ı odpov́ıdá magnetické indukci, byla zhotovena
Helmholtzova ćıvka a pomoćı ńı měř́ıćı systém zkalibrován. Takto určená převodńı konstanta
umožnila spolehlivé měřeńı magnetické indukce v řádu 100 µT. Pro porovnáńı poznamenejme,
že zemské magnetické pole má typickou hodnotu kolem 50 µT.

Jako pozičńı systém je využita část z lineárńıho posuvu A3 tiskárny. Prakticky lze posuvu
využ́ıvat v délce necelých 400 mm. Pozice posuvu je ř́ızena z AD převodńıku Nidaq, kde na
jeho výstupy je připojen jednoduchý DA převodńık, který zajǐst’uje pohyb krokového motorku
a t́ım pohybuje i celým pozičńım systémem, na kterém je umı́stěna 3D Hallova sonda. Při čtyř
pulzńım ř́ızeńı krokového motoru je vzdálenost mezi sousedńımi pozicemi měř́ıćı sondy 0.8 mm.

4.1 Frekvenčńı závislost výstupńıho proudu

Jedinou vadou měř́ıćı aparatury byla frekvenčńı závislost velkých proud̊u ve vodič́ıch. S ros-
toućı frekvenćı maximálńı proud ve vodič́ıch výrazně klesal. To nepř́ıjemně ovlivňovalo měřeńı,
protože skinefekt se nejvýrazněji projevoval při nejvyšš́ı frekvenci. Při této frekvenci však
tekl nejnižš́ı proud, magnetická indukce byla nejslabš́ı a tud́ıž byla výrazně zat́ıžena chybou
pocházej́ıćı zejména od šumu a rušeńı.

Experimentálńı frekvenčńı závislost výstupńıho proudu při konstantńım napět́ı na primáru
rovném 150 V je na obr. 7 je vidět, že ve sledovaném frekvenčńım pásmu proud klesne asi
desetkrát.

Tento jev lze připsat jak vlastnostem trojfázového zdroje Chroma, tak výkonovým trans-
formátor̊um, které vytvářej́ı vysoký proud na výstupu. S ćılem zjistit vlastnosti transformátor̊u
jsme provedli měřeńı frekvenčńı závislosti primárńıch i sekundárńıch proud̊u při konstantńım
napět́ı na primáru. Z nich jsme vypoč́ıtali přenos proudu, který je v horńı části obr. 8. Z pr̊uběhu
je zřejmé, že přenos proudu s rostoućı frekvenćı klesá, transformátor tedy neńı zdaleka ideálńı. V
okoĺı frekvence 50 Hz je však přenos proudu zhruba konstantńı, pravděpodobně transformátor
byl navržen jen pro tuto úzkou frekvenčńı oblast.

S ćılem porovnat vliv primáru jsme sestavili velmi jednoduchý náhradńı obvod trans-
formátoru. Na primáru je paralelńı kombinace indukčnosti 0.15 H a odporu 200 Ω. K nim
je připojen ideálńı transformátor, avšak s frekvenčně závislým přenosem proudu podle grafu na
horńı části obr. 8. Na výstupu je zkratován. Porovnáńı naměřeného a teoreticky vypočteného
proudu z tohoto velmi jednoduchého modelu je na dolńı části obr. 8. Při ńızkých frekvenćıch
je teoretický proud vyšš́ı. To nepřekvapuje, při ńızkých frekvenćıch se projevuj́ı materiálová
omezeńı u všech transformátor̊u. Při vyšš́ıch frekvenćıch si křivky poměrně dobře odpov́ıdaj́ı.
Výkonové transformátory jsou pravděpodobně hlavńı př́ıčinou ńızkých proud̊u při vysokých
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Obrázek 7: Závislost proud̊u ve vodič́ıch na frekvenci

frekvenćıch. Mohou zde hrát roli ale i daľśı do modelu nezahrnuté jevy. Chybu u výkonových
transformátor̊u lze spatřovat v návrhu, asi nebyl požadavek, aby pracovaly při frekvenci kolem
1 kHz.

Předmětem hlavńıho studia je magnetické pole v okoĺı tř́ı masivńıch vodič̊u, které napáj́ıme
třemi fázovými napět́ımi. Vektorové stř́ıdavé magnetické pole se prostřednictv́ım magnetické
indukce měř́ı na vybrané úsečce, která je těsně nad horńım povrchem vodič̊u – viz obr. 9,
pomoćı 3D Hallovy sondy. Frekvenčńı pásmo napájećıho proudu je v rozmeźı od 15 Hz do 1,2
kHz. Maximálńı proud, který vodiči protéká, se podle použité frekvence měńı od 1500 do 250 A.
Měř́ı se v časové oblasti s poměrně vysokou vzorkovaćı frekvenćı přes několik period. Všechna
naměřené data (vzorky) jsou uložena do paměti poč́ıtače. Pozice sondy ve směru osy X je ř́ızena
poč́ıtačem. Pozice ve směru osy Y je libovolně nastavitelná v držáku, viz. obrázek 9.

Předběžné zpracováńı dat ukázalo, že se výrazně uplatńı v́ı̌rivé proudy, které překryj́ı pro-
jevy skinefektu. Jelikož nám šlo předevš́ım o ověřeńı rozložeńı proudové hustoty podle podrobně
rozpracovaného modelu, museli jsme měřeńı pozměnit. Předevš́ım bylo nutno budit jen jednu,
a to prostředńı, fázi. T́ım se ve středńım vodiči eliminuj́ı v́ı̌rivé proudy buzené vnucenými
proudy v krajńıch vodič́ıch. Krajńımi vodiči však tečou proudy zpět o polovičńı intenzitě, které
ve středńım vodiči opět vytvářej́ı v́ı̌rivé proudy, i když slabš́ı. K jejich sńıžeńı se v aparatuře
oba krajńı vodiče oddáĺı na maximálńı možnou vzdálenost, což bylo kolem 10 cm. Třet́ım,
a nejúčinněǰśım, opatřeńım bylo použ́ıvat hodnoty při maximu bud́ıćıho proudu ve středńım
vodiči. Pak je jeho derivace nulová a v́ı̌rivé proudy teoreticky neexistuj́ı. Prvńı dvě opatřeńı
byla experimentálńı a jsou popsána podrobněji ńıže, třet́ı softwarové.

Optimálńı řešeńı by bylo vést zpětný vodič alespoň ve vzdálenosti 1 m od vodiče studo-
vaného. Experimentálně realizace však naráž́ı na technické pot́ıže. Vlastńımi prostředky se ne-
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Obrázek 8: Experimentálńı a teoretická frekvenčńı závislost proudu u transformátoru
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Obrázek 9: Pozičńı systém pro 3D Hallovu sondu

podařilo dosáhnout dostatečných proud̊u, takže naměřené výsledky nelze spolehlivě zpracovat
a posoudit.
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4.2 Napět́ı na povrchu masivńıho vodiče

Daľśım poměrně snadno realizovatelným měřeńım je měřeńı úbytku napět́ı na povrchu vodiče
mezi dvěma body, které jsou ve stejné vzdálenosti od hrany vodiče. Lze to provést např.
jehlovými sondami. Sada sond obsahovala šest odpružených pozlacených hrot̊u, které byly
umı́stěny na úsečce — viz obr. 10. Rozteč špiček hrot̊u je 2.5 mm. Na konce těchto hrot̊u
byl napájen svazek ethernetového kabelu, jelikož je kroucený, a tak lépe odolává rušeńı. Měřeńı
jsme provedli pouze na hrotech 1, 3 a 5.

(a) (b)

Obrázek 10: Sonda pro měřeńı napět́ı na povrchu masivńıho vodiče. a) umı́stěńı hrot̊u b) odi-
zolováńı hrot̊u od vodiče

Na obrázku 10a si můžeme prohlédnout konstrukci a umı́stěńı měř́ıćıch hrot̊u. Napět́ı se
měřilo mezi dvěma sondami, které byly od sebe vzdáleny 1 m, viz. obrázek 11. Zpětný svazek
vodič̊u od vzdálené sondy byl připevněn na studovaný vodič z d̊uvodu omezeńı indukovaného
napět́ı minimalizaćı plochy v uzavřené měř́ıćı smyčce. Veškeré př́ıvodńı vodiče pro měřeńı napět́ı
jsme se snažili do sebe zakroutit a nezvyšovat tak zbytečně plochu uvnitř smyčky, viz obrázek
11.

Poměrně rozsáhlý experiment měřeńı napět́ı na povrchu masivńıho vodiče byl proveden v
zapojeńı s buzeńım proudu v jedné prostředńı fázi. Problém je v tom, že na měř́ıćım př́ıstroji
se měř́ı vektorový součet hledaného úbytku napět́ı na masivńım vodiči a napět́ı, které časově
proměnné magnetické pole indukuje ve smyčce tvořené úsekem masivńıho vodiče a př́ıvodńımi
vodiči. S ćılem odstranit indukované napět́ı v měř́ıćı smyčce je nutné jej nejprve změřit. Proto
jsme provedli tři typy měřeńı:

1. Měřeńı úbytku napět́ı na masivńım vodiči. Sondy se umı́stily kolmo na protékaj́ıćı proud
a rovnoběžně s nejdeľśı stranou měděného vodiče. Měřili jsme zde tři úbytky napět́ı na
třech úsečkách.

2. Měřeńı napět́ı naprázdno. Tato orientačńı část měla zjistit jak velké rušeńı se naindukuje
do př́ıvodńıch kabel̊u. Sondy byly odizolovány od vodiče polyamidovou podložkou, viz
obr. 10b.

3. Měřeńı indukovaného napět́ı vyvolaného časově proměnným magnetickým polem ve smyč-
ce. V této části jsme měřili indukované napět́ı ve smyčce, která by měla být identická se
smyčkou v části 1, ale odizolovaná od masivńıho vodiče. Prakticky to znamenalo odi-
zolovat obě sady sond od vodiče a zkratovat je tak, aby se plocha obklopená smyčkou
nezměnila. Vyzkoušeli jsme několik možnost́ı: volný vodič, tuhý drát a měděný pásek s
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Obrázek 11: Pohled na umı́stěńı sond a př́ıvodńıch vodič̊u

izolaćı, který se projevil jako nejvhodněǰśı řešeńı. Sondy se umı́stily na měděný pásek,
který se nalepil na povrch vodiče. Pásek od vodiče byl odizolován z obou povrch̊u a konce
se odizolovaly z jedné strany podle umı́stěńı dosedaj́ıćıch hrot̊u.

5 Výpočty

Důležitou součást́ı práce byly výpočty. Jednak sloužily k názornému zobrazeńı a pochopeńı
výsledk̊u źıskaných v teoretické části, jednak byly nutnou operaćı při úpravě a zpracováńı
digitálńıch signál̊u, které byly výstupem experimentu, což stručně poṕı̌seme v této části.

Všechna měřeńı byla provedena v časové oblasti. Jinak to asi ani nebylo možné, protože pra-
cujeme se stř́ıdavými proudy. Po nastaveńı parametr̊u experimentu byl při konstantńı frekvenci
digitálně nasńımán určitý časový úsek dat, která obsahovala pr̊uběh nastavených harmonických
proud̊u jako bud́ıćıch veličin a pr̊uběh napět́ı (př́ımo měřených nebo z 3D Hallovy sondy) jako
odezvu. Vzorkovaćı frekvence byla vždy natolik vysoká, že rozd́ıl mezi sousedńımi vzorky byl
malý. Data tak bylo možno v prvńım přibĺıžeńı pokládat za spojitá.

Doba sńımáńı (neboli počet sejmutých vzork̊u) byla nastavena tak, že při kterékoliv bud́ıćı
frekvenci byl sejmut zhruba stejný počet period. Zpravidla to bylo kolem deseti. Počátečńı
okamžik sńımáńı však bez daľśıch opatřeńı, který jsme nepoužili, byl zcela náhodný. Pro po-
rovnáńı jednotlivých sejmutých pr̊uběh̊u proto bylo nejprve nutno naměřená data synchronizo-
vat. Protože byla měřena poměrně ńızká napět́ı, řádu mV, daľśım problémem bylo odstraněńı
rušivých signál̊u a šumu. Jako největš́ı zdroje rušivého signálu byla zejména výkonová śıt’ 50
Hz, dále pak p̊usobeńı sṕınaných zdroj̊u. O řešeńı těchto problémů pojednáváme dále.

16



K synchronizaci byl použit bud́ıćı proud, protože ten nabývá velké hodnoty stovek ampér,
takže byl zat́ıžen šumem a rušeńım nepatrně. Počátečńı čas vybraného úseku byl źıskán jako
prvńı vzestupný pr̊uchod nulou. Jednoduchý algoritmus byl založen na dvou po sobě následu-
j́ıćıch postupech. Prvńı část spoč́ıvala v tom, že od počátku dat byly v naměřeném souboru
dat porovnávány sousedńı hodnoty. Index prvńıho vzestupného pr̊uchodu nulou byl stanoven
z podmı́nky, že levý vzorek (prvńı z dvojice) má nekladnou hodnotu a pravý vzorek (druhý
z dvojice) má hodnotu nezápornou. S ćılem źıskat maximálńı rozsah byl konečný čas úseku
zjǐst’ován jako posledńı vzestupný pr̊uchod nulou a to tak, že sousedńı vzorky byly porovnávány
od konce naměřených dat směrem k počátku. Podmı́nka nyńı byla opačná — levý vzorek (druhý
z dvojice) má nekladnou hodnotu a pravý (prvńı z dvojice) nezápornou. Ilustrace je na obr. 12.
Naměřený úsek obsahuje téměř deset period, počátečńı a konečná fáze jsou však náhodné. Po
oř́ıznut́ı se k daľśımu zpracováńı použilo devět period. Vybraný úsek má tu výhodu, že zač́ıná a
konč́ı stejnou fáźı, které př́ısluš́ı nulová hodnota a kladná derivace3. Pro zřetelnost byl upravený
úsek na obr. 12 zvětšen.

Chyba takto určeného okamžiku vzestupného pr̊uchodu nulou dosáhla v nejhorš́ım př́ıpadě
délky vzorkovaćı periody. Protože byla použita vysoká frekvence vzorkováńı, tato chyba byla za-
nedbatelná. Interpolaćı bylo samozřejmě možné určit tento okamžik přesněji, z výše uvedeného
d̊uvodu jsme ji však nepoužili.
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Obrázek 12: Vyř́ıznut́ı přesně definovaného úseku dat

Takto źıskané indexy pak posloužily k výběru stejného úseku v sejmutém časovém pr̊uběhu
závislých veličin, kterými jsou např. napět́ı a magnetická indukce. Protože se jedná o digitálńı
data sejmutá z jednoho př́ıstroje, počátečńı časové okamžiky souhlaśı, pokud ovšem zanedbáme
skutečnost, že pr̊uběhy jsou sńımány postupně, tedy následuj́ıćı pr̊uběh je protože zpožděn
oproti předchoźımu. Jelikož se jednalo maximálně o čtyři měřené časové pr̊uběhy, toto zpozděńı
bylo možné zanedbat proti vzorkovaćı periodě. Takže můžeme ř́ıci, že počátečńı indexy zajist́ı,
že všechny sejmuté veličiny zač́ınaj́ı ve stejné fázi a zásluhou koncových index̊u ve stejné fázi i
konč́ı. To mj. umožńı velmi jednoduše posoudit v časové oblasti fázový vztah měřených napět́ı
a magnetické indukce vzhledem k bud́ıćımu proudu.

Podmı́nka nulové hodnoty bud́ıćıho proudu nebyla pro následné zpracováńı nutná, poskyto-
vala však větš́ı pohodĺı. Nutná byla ale podmı́nka celého počtu period pro aplikaci rychlé Fou-
rierovy transformace, FFT. Důsledky nesplněńı této podmı́nky se projev́ı v rozmazáńı spektra,

3Tato derivace se chápe jako derivace zprava na počátku úseku a derivace zleva na jeho konci.
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což má za následek, že rekonstruovaný časový pr̊uběh neńı harmonický. Tento jev je znám z
běžné literatury a v disertačńı práci je názorně ilustrován.

Protože malé měřené napět́ı bylo zat́ıženo relativně velkým šumem a rušeńım, bylo nutno
tyto rušivé složky odstranit. Existuje řada chytře vymyšlených a r̊uzně složitých metod k redukci
rušeńı. Z praktických d̊uvod̊u jsme se však omezili na dvě nejjednodušš́ı možnosti:

1. Metoda klouzavého pr̊uměru.

2. Metoda Fourierovy transformace.

Metoda klouzavého pr̊uměru je rychlá, má však několik nevýhod.

1. Předevš́ım je třeba zkusmo nastavovat počet pr̊uměrovaných vzork̊u.

2. Bez daľśıch opatřeńı se rozsah vyšetřované časové oblasti zkrát́ı o počet vzork̊u. Tomu lze
zabránit posunut́ım źıskaných hodnot. Neńı to však jednoduché.

3. Klouzavým pr̊uměrem se také zkresĺı hledaný pr̊uběh. Č́ım větš́ı počet vzork̊u se použije,
t́ım je zkresleńı větš́ı.

I když jsme v počátečńı fázi klouzavý pr̊uměr použ́ıvali, nakonec jsme přešli k metodě
Fourierovy transformace, která se v systému MATLAB nav́ıc aplikuje velmi jednoduše. Pouze
je nutno vźıt v úvahu, že v komplexńım výstupńım spektru má stejnosměrná složka index 1
a prvńı harmonická index 2. Jako př́ıklad uvedeme na obr. 13 postup při odstraněńı šumu
pro poměrně malé indukované napět́ı při ńızké frekvenci 15 Hz. Nejd̊uležitěǰśı část (z hlediska
podstatné informace) jeho amplitudového spektra je na obr. 13a.

Ve spektru na obr. 13a je dominantńı devátá harmonická, protože je zpracováno přesně devět
period. Výrazná je též stejnosměrná složka (o indexu 1). Maximálńı harmonická a stejnosměrná
složka slouž́ı k rekonstrukci měřeného pr̊uběhu. Výsledek je na obr. 13c. Složka napět́ı o frekvenci
15 Hz spolehlivě odpov́ıdá naměřenému pr̊uběhu.

Naměřený pr̊uběh je silně zašuměn. Šumové složky nejsou v amplitudovém spektru na obr.
13a zřetelné, protože jsou jednak slabé, jednak maj́ı zpravidla podstatně vyšš́ı frekvence. Pokud
frekvenčńı oblast rozš́ı̌ŕıme a šumové složky zd̊urazńıme, jak je tomu na obr. 13b, zjǐst’ujeme,
že nemůžeme přesně identifikovat polohu maximálńı harmonické. Tento obrázek potvrzuje, že
šum a řešeńı jsou všudypř́ıtomné. Ke zvýrazněńı šumu byly stejnosměrná složka a maximálńı
amplituda sńıženy dvacetkrát. Ostatńı harmonické jsou beze změny. To se nakonec pozná i ze
stupnice na svislé ose, porovnáme-li obr. 13a a 13b.

Tato metoda současně redukuje i rušivé signály, protože ve spektru, jako např. na obr.
13a, vynuluje všechny rušivé harmonické a ponechá jen ty užitečné, v našem př́ıpadě devátou
harmonickou a stejnosměrnou složku. Spektrálńı složky užitečného signálu a rušeńı však muśı
být odlǐsné. Muśı se lǐsit alespoň o jednu harmonickou.

Tato selektivńı filtrace však naraźı na pot́ıže, pokud jde o rušeńı od energetické śıtě. Toto
rušeńı se může při souhlasu frekvenćı přič́ıst k užitečným harmonickým vyšetřovaného pr̊uběhu.
Abychom se vyhnuli silnému rušeńı z této śıtě, volili jsme frekvence bud́ıćıho proudu tak, aby
nebyly bĺızkým násobkem frekvence 50 Hz. Zpravidla jsme použili logaritmickou řadu 15, 45,
135, 405 a 1200 Hz.
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Obrázek 13: Rekonstrukce užitečného signálu: a) Amplitudové spektrum — kĺıčové informace,
b) amplitudové spektrum — širš́ı frekvenčńı oblast, c) rekonstrukce časového pr̊uběhu

6 Výsledky

V této části uvád́ıme d̊uležité teoretické i experimentálńı výsledky. Soustřed́ıme se předevš́ım
na magnetická měřeńı, protože jsme jim věnovali po všech stránkách největš́ı pozornost.

6.1 Frekvenčńı závislost povrchové proudové hustoty

Jedinou veličinou, kterou lze snadno měřit, je napět́ı na povrchu vodiče. Proto je na obr. 14a
uvedena frekvenčńı závislost amplitudy povrchového proudu. Tyč má opět rozměry 10 x 50 mm
a teče j́ı proud 100 A při všech frekvenćıch. Jak se dalo očekávat, s rostoućı frekvenćı hustota
proudu na povrchu tyče nar̊ustá. Proud je vytlačován na povrch vodiče, jak se ř́ıká v základńıch
učebnićıch.

Frekvenčńı závislost fázového posuvu povrchového proudu je na obr. 14b. Při ńızkých frek-
venćıch se bĺıž́ı k nule, při vysokých se bĺıž́ı k hodnotě 45◦. Jeho nár̊ust však neńı monotonńı,
existuj́ı dvě lokálńı maxima. Prvńı výrazné maximum je kolem frekvence 20 Hz, druhé, po-
družné, kolem frekvence 800 Hz. Zde fázový posuv přesahuje hodnotu 45◦. Jejich př́ıčinu a
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Obrázek 14: Proudová hustota na povrchu svislé stěny tyče: a) amplituda, b) fázová konstanta

význam neumı́me vysvětlit. Program je poměrně jednoduchý, takže asi nejde o chybu v algo-
ritmu.

6.2 Měřeńı napět́ı na povrchu vodiče

Kromě magnetického pole je daľśı relativně snadno měřitelnou veličinou napět́ı na povrchu
vodiče. V principu lze k povrchu vodiče přiložit sondy ve stejné vzdálenosti od hrany a měřit
napět́ı mezi nimi. Je zde však zásadńı fyzikálńı i technický problém. Kromě užitečného napět́ı
se měř́ı i napět́ı indukované v měř́ıćı smyčce, které je nutno zjistit zvlášt’.

Podrobnosti jsou v části Experiment. Zde pouze připomeneme, že byly použity tři dvojice
sond na svislé stěně vodiče, tj. byla měřena tři napět́ı. Napět́ı bylo měřeno v těchto polohách:
těsně pod hranou, ve vzdálenosti od hrany rovné zhruba čtvrtině výšky plochy a uprostřed plo-
chy. V principu by se tedy měla zachytit př́ıpadná nerovnoměrnost povrchové proudové hustoty.
Prakticky jsme měřili tři napět́ı: (1) Napět́ı mezi volnými sondami, tedy napět́ı naprázdno. (2)
Napět́ı mezi zkratovanými sondami odizolovanými od povrchu vodiče pomoćı měděného pásku,
které pracovně nazveme napět́ı ve smyčce. (3) Napět́ı mezi sondami přiloženými na povrch
vodiče, které nazveme pracovně napět́ı na vodiči.

Př́ıklad všech tř́ı napět́ı je na obr. 15 pro vnucenou frekvenci 45 Hz. Fázový vztah mezi
napět́ımi je nahodilý, protože byla měřena postupně. Napět́ı naprázdno je superpozićı frekvence
śıtě a nějaké vyšš́ı frekvence. Ostatńı dvě napět́ı maj́ı zhruba harmonický časový pr̊uběh a šum
je relativně malý.

Základńım ćılem bylo zjistit, jak se lǐśı napět́ı měřená na jednotlivých dvojićıch sond.
Výsledky měřeńı pro nejnižš́ı nastavitelnou frekvenci 15 Hz pro vodič jsou na obr. 16a a pro
smyčku na obr. 16b. Na těchto detailńıch obrázćıch jsou uvedeny jednak skutečně naměřené
pr̊uběhy se šumem, které jsou označeny jako ”pr. x meas.”, kde x je pořad́ı sondy, jednak
pr̊uběhy aproximované maximálńı harmonickou, které maj́ı označeńı ”pr. x rec.”. Sonda č́ıslo 1
je těsně u hrany vodiče, sonda s pořadovým č́ıslem 3 je zhruba uprostřed vodiče.

Tyto dva obrázky, obr. 16a i 16b, se vztahuj́ı k nejhorš́ımu př́ıpadu, kdy je napět́ı na povrchu
vodiče nebo pásku nejmenš́ı. Na obr. 16 si všimněme, že rušeńı na vodiči je velmi malé i při
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Obrázek 15: Napět́ı mezi sondami měřená ve třech režimech
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Obrázek 16: Napět́ı od r̊uzných sond při frekvenci 15 Hz: a) napět́ı na drátu, b) napět́ı na
smyčce

nejnižš́ı frekvenci. Při ńızkých frekvenćıch se na smyčce uplatňuje výrazný šum, jak ukazuje
obr. 16b. I přes výrazný šum se však aproximace lǐśı málo. Tedy i v tomto nejhorš́ım př́ıpadě
nezáviśı napět́ı (jak amplituda, tak fáze) na smyčce na poloze sondy.

Po provedeńı korekce na indukovaném napět́ı se ukázalo, že sondy na vodiči naměř́ı stejný
skutečný úbytek napět́ı, co do amplitudy i fáze, bez ohledu na jejich polohu a to jak při nejnižš́ı,
tak při nejvyšš́ı frekvenci. Při nejnižš́ı frekvenci by se skinefekt podle teoretických výpočt̊u
uplatnit neměl a výsledek je dle očekáváńı. Při nejvyšš́ı frekvenci by mohl být jeho vliv zřetelný,
pokud by platila teorie proměnného povrchového proudu. Ale neńı tomu tak, alespoň při dané
přesnosti a citlivosti experimentu.

21



6.3 Pr̊uběh magnetického pole v okoĺı vodiče

V této části uvedeme zejména kĺıčové experimentálńı výsledky. Pro źıskáńı představy s jakými
daty jsme pracovali, jsou nejdř́ıve uvedeny typické pr̊uběhy v časové oblasti. Dále budeme
sledovat, jak pr̊uběh pole záviśı na poloze úsečky, na ńıž bylo měřeńı provedeno, zejména je-li
uprostřed př́ımého vodiče nebo bĺızko transformátor̊u a př́ıvodńıch vodič̊u. Jelikož nám stále jde
o ověřeńı skinefektu, posoud́ıme př́ıspěvek od v́ı̌rivých proud̊u. Nakonec porovnáme vypočtené
a naměřené výsledky pro skinefekt.

6.3.1 Časová oblast

Při krajńı vysoké frekvenci 1200 Hz, která byla pro nás nejd̊uležitěǰśı, tekl vodiči poměrně slabý
proud a buzené magnetické pole bylo rovněž slabé, často na hranici měřitelnosti. Porovnáńı
pr̊uběhu svislé složky magnetické indukce pro ńızkou frekvenci 45 Hz, která je bĺızká frekvenci
śıtě a pro nejvyšš́ı použitou frekvenci je na obr. 17. Šum a rušeńı při ńızké frekvenci jsou
snesitelné, při nejvyšš́ı frekvenci jsou výrazné. Magnetická indukce klesla asi desetkrát. Pro
představu připomeneme, že měřená magnetická indukce je v tomto př́ıpadě srovnatelná s indukćı
zemského magnetického pole, který je kolem 50 µT. Je nutno nav́ıc zd̊uraznit, že pro nejvyšš́ı
frekvenci nebyl vybrán nejhorš́ı př́ıpad. Pr̊uběhy všech tř́ı složek magnetické indukce při nejvyšš́ı
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Obrázek 17: Časový pr̊uběh svislé složky magnetické indukce a) frekvence 45 Hz, b) frekvence
1200 Hz

frekvenci jsou na obr. 18. Pr̊uběhy nejsou symetrické vzhledem k vodorovné ose. Jedńım z
vysvětleńı je to, že se může uplatnit zemské magnetické pole. Pro slabš́ı hodnoty indukce
je asymetrie daleko v́ıc zřetelná. Neočekávaným výsledkem je poměrně velká axiálńı složka
magnetické indukce, složka Bz. Ta by podle teorie a symetrie úlohy neměla existovat.

Poměrně překvapivým bylo zjǐstěńı, že i v př́ıpadě jedné fáze se vytvář́ı v prostoru kolem
vodič̊u točivé magnetické pole. Pro bud́ıćı frekvenci 45 Hz je toto pole na obr. 19a a pro
nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz na obr. 19b. V obou př́ıpadech je zřejmý velký vliv šumu a rušeńı.
Pro nejvyšš́ı frekvenci jsou rušeńı a šum výrazné, nicméně i v tomto nejnepř́ıznivěǰśım př́ıpadu
lze i z experimentálńıch bod̊u elipsu poznat. Zaj́ımavé je i to, že elipsy na obr. 19a a obr. 19b

22



0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−0.3

−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

t [ms]

B
 [

m
T

]

Waveform of magnetic flux density ... frequency 1200 Hz ... probe position 238.6 mm

 

 

B
x

B
y

B
z

Obrázek 18: Časové pr̊uběhy všech tř́ı složek magnetické indukce při frekvenci 1200 Hz

jsou orientovány rozd́ılně, přestože jde o tutéž polohu v magnetickém poli. Lǐśı se jen frekvence,
zato v́ıce než o řád.
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Obrázek 19: Točivé magnetické pole v jedné aktivńı fázi a) frekvence 45 Hz, b) frekvence 1200
Hz

Z hlediska redukce vlivu v́ı̌rivých proud̊u je d̊uležitý okamžik v časové oblasti, v němž vzorek
magnetické indukce či proudu odeb́ıráme. Tento okamžik se zadává pomoćı fázové konstanty.
Zvolený časový okamžik pro nulovou fázovou konstantu při frekvenci 45 Hz je vyznačen pro
pr̊uběh proudu na obr. 20a. Pro kontrolu je výběr proveden ještě jednou na následuj́ıćı periodě.

Při dostatečně zvětšeném obrázku 20 se ukazuje, že vybranému časovému okamžiku neod-
pov́ıdá nulová fázová konstanta. To je zp̊usobeno ńızkým počtem vzork̊u na periodu. Vzorko-
vaćı frekvence byla volena tak, aby na periodu připadlo kolem 150 vzork̊u. Mezi sousedńımi
vzorky je tedy fázový posuv kolem 2,4◦. V nejnepř́ıznivěǰśım př́ıpadu to může být i odchylka v
požadované fázové konstantě. V pr̊uměru je polovičńı, nicméně zřetelná a může ovlivnit zpraco-

23



0 10 20 30 40
−800

−600

−400

−200

0

200

400

600

800

t [ms]

I
2
 [

A
]

Choose of time moment for graph of flux density ... 45 Hz

 

 

Experiment
Moving avarege

(a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
−60

−40

−20

0

20

40

60

t [ms]

I
2
 [

A
]

Choose of time moment for graph of flux density ... 1200 Hz

 

 

Experiment
Moving avarege

(b)

Obrázek 20: Referenčńı časový okamžik: a) pro fázovou konstantu 0◦ a frekvenci 45 Hz b) pro
fázovou konstantu 90◦ při frekvenci 1200 Hz

vané výsledky. Snadno lze tento problém redukovat volbou vyšš́ı vzorkovaćı frekvence. Pak ale
nar̊ustá objem uchovávaných experimentálńıch dat a zpomaluje se jejich zpracováńı. Je tedy
nutno volit rozumný kompromis.

6.3.2 Vliv okoĺı

S ćılem zjistit, do jaké mı́ry můžeme považovat měřený drát za nekonečný, jsme zjǐst’ovali
pr̊uběh magnetické indukce jednak ve středu př́ımého masivńıho vodiče, jednak bĺızko mı́sta,
kde byly vodiče napájeny, přesněji 25 cm od př́ıvod̊u. Pro ńızké frekvence (45 Hz) jsou výsledky
na obr. 21a pro vodorovnou složku Bx magnetické indukce. Hlavńı kladné maximum je v rovině
souměrnosti středńıho vodiče, dvě postranńı záporná minima jsou pro polohu nad středy po-
stranńıch vodič̊u. Protože je souměrné napájeńı vodič̊u, vodorovná složka magnetické indukce
by měla být symetrická. To je v rámci experimentálńıch chyb na obr. 21a potvrzeno. Rozd́ıl
pro sledované polohy (ve svislém směru) je viditelný, avšak poměrně malý.

Pro svislou složku By magnetické indukce a tutéž frekvenci jsou výsledky na obr. 21b.
Protože jde o svislou složku, velká magnetická indukce je v mezeře mezi vodiči a měńı znaménko.
Největš́ı hodnota je v okoĺı hrany středńıho vodiče. Pr̊uběh je asymetrický vzhledem k rovině
souměrnosti, což obr. 21b s odhlédnut́ım od experimentálńıch chyb potvrzuje. Rozd́ıl (ve svislém
směru) pro obě polohy je opět viditelný, avšak poměrně malý.

Na obr. 21a i na obr. 21b se křivky neshoduj́ı ve vodorovném směru. Odchylka vzr̊ustá s ros-
toućı vzdálenost́ı od počátku měřeńı. To lze vysvětlit t́ım, že vodiče nejsou přesně rovnoběžné.
U napájeńı je jejich rozteč poněkud menš́ı. Z podrobněǰśıch graf̊u by bylo možné zjistit tuto
změnu.

V podstatě tytéž výsledky byly zjǐstěny pro všechny sledované frekvence a to i pro axiálńı
složku, jej́ıž př́ıtomnost jsme zpočátku vysvětlovali právě p̊usobeńım př́ıvod̊u a transformátor̊u.
Můžeme tedy konstatovat, že vliv okoĺı je na pr̊uběh měřeného magnetického pole v prvńım
přibĺıžeńı zanedbatelný.
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Obrázek 21: Vliv polohy sondy na pr̊uběh magnetické indukce nad vodičem při frekvenci 45
Hz: a) vodorovná složka, b) svislá složka

6.3.3 Vı́̌rivé proudy

Pokud je ve tř́ıvodičové soustavě př́ımých vodič̊u buzen jednofázově jen středńı vodič, krajńımi
vodiči teče v ideálńım př́ıpadě polovičńı zpětný proud s opačnou fáźı. Ten ve středńım vodiči
indukuje v́ı̌rivé proudy. Naopak proud ve středńım vodiči indukuje v́ı̌rivé proudy v krajńıch
vodič́ıch. Vı́̌rivé proudy se skládaj́ı s proudy vnucenými. Magnetické pole vně vodič̊u je d̊usled-
kem superpozice obou proud̊u. Vı́̌rivé proudy jsou maximálńı, pokud bud́ıćı proud procháźı
nulou a nulové, pokud bud́ıćı proud procháźı lokálńım extrémem (maximem či minimem).

Úroveň indukovaných v́ı̌rivých proud̊u tedy záviśı na fázové konstantě bud́ıćıho proudu.
Pokud je nulová, bud́ıćı proud se měńı nejrychleji a indukované proudy jsou maximálńı. S
jej́ım r̊ustem úroveň v́ı̌rivých proud̊u klesá a při fázové konstantě rovné 90◦ je jejich úroveň
teoreticky nulová, protože se bud́ıćı proud v tomto okamžiku neměńı. To by se mělo projevit
v experimentálńıch datech, pokud budeme volit r̊uzně časový okamžik, či fázovou konstantu i
pro výběr vzork̊u.

Pr̊uběh všech složek magnetické indukce pro r̊uzné volby fázové konstanty při frekvenci
45 Hz je na obr. 22. Parametrem všech křivek je fázová konstanta, které má tytéž hodnoty.
Protože při popisu odkazujeme na bud́ıćı proud, jeho pr̊uběh pro měř́ıćı dráhu je na obr. 22d.
Z obr. 22d je zřejmé, že č́ım je hodnota bud́ıćıho proudu nižš́ı, t́ım je v́ıce zašuměn. Nulové
fázové konstantě neodpov́ıdá přesně nulový bud́ıćı proud, přesněji bud́ıćı proud o nulové středńı
hodnotě, ale malý proud opačného směru. To je zp̊usobeno ńızkou frekvenćı vzorkováńı.

Pr̊uběh vodorovné složky magnetické indukce Bx na měřené dráze je na obr. 22a. Hodnota
složky magnetické indukce je ńızká pro nulovou fázovou konstantu a velká pro fázové konstanty
nad 45◦. Srovnáńım s obr. 22d lze ř́ıci, že magnetická indukce je úměrná bud́ıćımu proudu.
To neplat́ı přesně pro nulovou fázovou konstantu, zde by možná měla být magnetická indukce
nižš́ı. U pr̊uběhu svislé složky magnetické indukce By na obr. 22b. opět překvapuje poměrně
vysoká hodnota této složky pro opravdu ńızký bud́ıćı proud. Jinak je zde zhruba úměra.

Pr̊uběh axiálńı (podélné) složky magnetické indukce Bz je na obr. 22c. Tento pr̊uběh je
zdánlivě v rozporu s očekávanými výsledky. V prvńı řadě by tato složka neměla existovat. Za
druhé jej́ı závislost na bud́ıćım proudu (obr. 22d) je opačná. Při nejvyšš́ım bud́ıćım proudu je
buzené magnetické pole nejslabš́ı a při nejnižš́ım buzeńı naopak nejsilněǰśı.

25



0 100 200 300 400
−15

−10

−5

0

5

10

x [mm]

 B
x
 [

m
T

]

Magnetic flux density  ... f = 45Hz

 

 

90o

60o

45o

0o

(a)

0 100 200 300 400
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

x [mm]

 B
y
 [

m
T

]

Magnetic flux density  ... f = 45Hz

 

 

90o

60o

45o

0o

(b)

0 100 200 300 400
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

x [mm]

 B
z
 [

m
T

]

Magnetic flux density  ... f = 45Hz

 

 

90o

60o

45o

0o

(c)

0 100 200 300 400
−100

0

100

200

300

400

500

600

700

800

x [mm]

 I
2
 [

A
]

Current  ... f = 45Hz

 

 

90o

60o

45o

0o

(d)

Obrázek 22: Pr̊uběh magnetických veličin r̊uzné fázové konstanty při frekvenci 45 Hz: a) vodo-
rovná složka, b) svislá složka, c) axiálńı složka, d) bud́ıćı proud

Tento zdánlivý paradox lze vysvětlit t́ım, že magnetické pole této složky je prakticky buzeno
v́ı̌rivými proudy. Při fázové konstantě 90◦ v́ı̌rivé proudy jsou prakticky nulové, axiálńı složka je
buzena jen vnucenými proudy, a proto je nejnižš́ı. Při fázové konstantě 0◦ jsou v́ı̌rivé proudy
nejsilněǰśı a magnetická indukce je prakticky buzena jen jimi, proto je nejvyšš́ı.

Všechny tyto jevy jsou daleko výrazněǰśı při nejvyšš́ı bud́ıćı frekvenci 1200 Hz. Všechny
d̊uležité pr̊uběhy pro poněkud jiné volby fázové konstanty jako parametr jsou na obr. 23.
Pr̊uběhy na tomto obrázku 22 se lǐśı jen frekvenćı.

Pr̊uběh vodorovné složky magnetické indukce Bx pro frekvenci bud́ıćıho proudu 1200 Hz je
na obr. 23a. Obecně lze ř́ıci, že hodnoty této složky magnetické indukce jsou nepř́ımo úměrné
bud́ıćımu proudu. Při nejvyšš́ım bud́ıćım proudu je magnetická indukce nejnižš́ı a při nejnižš́ım
buzeńı je paradoxně nejvyšš́ı. Pokud bereme za fakt, že se na výsledném magnetickém poli pod́ıĺı
též magnetické pole vyvolané v́ı̌rivými proudy, tak je vše v pořádku. Při fázové konstantě 90◦

jsou v́ı̌rivé proudy teoreticky nulové a magnetické pole je buzeno jen proudy vtǐstěnými. Jeho
indukce je nejnižš́ı. S poklesem fázové konstanty se stále v́ıce na výsledném magnetickém poli
pod́ıĺı v́ı̌rivé proudy a jeho indukce stoupá. Při nulové fázové konstantě je pak maximálńı.
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Obrázek 23: Pr̊uběh magnetických veličin r̊uzné fázové konstanty při frekvenci 1200 Hz: a)
vodorovná složka, b) svislá složka, c) axiálńı složka, d) bud́ıćı proud

Pr̊uběh svislé složky magnetické indukce By na měřené dráze je na obr. 23b. Zde je vliv
v́ı̌rivých proud̊u ještě zaj́ımavěǰśı. Porovnejme tento obrázek s obrázkem 22b, který se lǐśı jen
ńızkou frekvenćı 45 Hz. Při fázové konstantě 90◦ jsou oba pr̊uběhy velmi podobné, vliv v́ı̌rivých
proud̊u je malý i při nejvyšš́ı frekvenci. Jakmile se ale fázová konstanta poměrně málo sńıž́ı,
podle obr. 23b na 80◦, pr̊uběh svislé složky magnetické indukce se v́ı̌rivými proudy výrazně
deformuje. Tato deformace se zvyšuje s daľśım poklesem fázové konstanty, takže p̊uvodńı pr̊uběh
se hledá stále obt́ıžněji. Na druhé straně i při jej́ı nulové hodnotě lze nalézt př́ıspěvek od
bud́ıćıho proudu (dosti strmé úseky). Jej́ı pr̊uběh se v tomto speciálńım př́ıpadu, co do tvaru,
plně neshoduje s pr̊uběhem axiálńı složky na obr. 23c, i když se mu dosti podobá.

Pr̊uběh axiálńı (podélné) složky magnetické indukce Bz je na obr. 23c. Tvarem se křivky
pro ńızkou, zejména nulovou, fázovou konstantu nelǐśı od křivek pro ńızkou frekvenci 45 Hz na
obr. 22c. Hodnoty magnetické indukce jsou ale vyšš́ı, i když je bud́ıćı proud o řád nižš́ı. To lze
opět vysvětlit jen t́ım, že se jedná o magnetické pole buzené v podstatě pouze v́ı̌rivými proudy.
S rostoućı frekvenćı jsou časové změny bud́ıćıho proudu stále vyšš́ı a indukované proudy stále
silněǰśı. To se projev́ı i na indukci magnetického pole, které bud́ı. Výrazný vliv v́ı̌rivých proud̊u
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potvrzuje i skutečnost, že i v tomto př́ıpadě jsou hodnoty magnetické indukce pro fázovou
konstantu 0◦ malé.

Všechny pr̊uběhy magnetické indukce pro frekvenci 1200 Hz na obr. 23a-c, obsahuj́ı výrazné
poruchy, které spolu navzájem koreluj́ı. Ani bud́ıćı proud na obr. 23d neńı konstantńı, často
se objevuje ostrý pokles hodnoty až o 10 %. Podrobným porovnáńım lze ale ukázat, že spolu
nekoreluj́ı poruchy magnetické indukce a náhlé poklesy proudu.

6.3.4 Porovnáńı s experimentem

Protože teoreticky umı́me započtat jen vliv skinefektu, můžeme porovnávat a vypočtené pr̊uběhy
magnetické indukce s naměřenými jen pro fázovou konstantu 90◦. Porovnáńı pro podélnou
složku Bx pro ńızkou frekvenci 45 Hz je na obr. 24a a pro svislou složku By při téže frekvenci
45 Hz na obr. 24b.
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Obrázek 24: Porovnáńı teorie a experimentu pro magnetickou indukci nad vodičem při frekvenci
45 Hz: a) vodorovná složka, b) svislá složka

Na těchto obrázćıch 24a a 24b je naznačena poloha vodič̊u krátkými nebo dlouhými svislými
čarami. Jsou zde dva grafické pr̊uběhy. Jednak je to vypočtená teoretická hodnota magnetické
indukce pro rovnoměrné rozložeńı proudu ve vodiči (stejnosměrný proud), jednak pro pr̊uchod
stř́ıdavého proudu při frekvenci 45 Hz. Skinefekt se prakticky neuplatńı, obě křivky jsou téměř
totožné. Experimentálńı výsledky jsou ve formě bod̊u.

Pro vodorovnou složku Bx na obr. 24a je souhlas dobrý s výjimkou krátké oblasti nad vodiči.
Zde je naměřená hodnota nižš́ı. To lze částečně vysvětlit pr̊uměruj́ıćım účinkem čidla v Hallově
sondě, které má sice malé, ale konečné rozměry. Magnetická indukce se v těchto mı́stech měńı
poměrně rychle. Kromě toho nemuśı být přesně provedena korekce na polohu čidla v pouzdře
sondy.

Pokud jde o svislou složku By na obr. 24b, je souhlas dobrý v celé měřené oblasti. Pro ńızké
frekvence tedy dostáváme dobrý souhlas mezi teoríı a experimentem. Zde se ovšem neprojevuje
skinefekt a v́ı̌rivé proudy jsou slabé.

Porovnáńı pro obě složky při nejvyšš́ı frekvenci 1200 Hz je na obr. 25a pro vodorovnou složku
Bx a na obr. 25b pro svislou složku By. Na teoretických křivkách se skinefekt nyńı projevuje,
magnetická indukce je v absolutńı hodnotě vyšš́ı, protože proud teče v bĺızkosti povrchu vodiče.
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Obrázek 25: Porovnáńı teorie a experimentu pro magnetickou indukci nad vodičem při frekvenci
1200 Hz: a) vodorovná složka, b) svislá složka

Pokud jde o souhlas pro vodorovnou složku Bx na obr. 25a, teoretické křivky se lǐśı jen v
oblastech nad vodiči a zde neńı souhlas s experimentem ani při ńızkých frekvenćıch, viz obr.
24a. Proto nemůžeme učinit žádný závěr.

Pro svislou složku By na obr. 25b se obě teoretické křivky lǐśı v celé oblasti, nikoliv však
nijak výrazně. Experimentálńı body nejsou, na rozd́ıl od teoretických křivek, rozloženy asy-
metricky a nav́ıc zat́ıženy značným šumem. Odchylka od asymetrického rozložeńı však může
být zp̊usobena slabými v́ı̌rivými proudy. V levé části jsou bĺıže křivce pro skinefekt, v pravé
pro rovnoměrně rozložený proud. V d̊usledku malé přesnosti experimentu se skinefekt nedá
jednoznačně experimentálně prokázat. Chyba ale může být i v teorii, která neuvažuje, přesněji
nedokáže zahrnout, vliv v́ı̌rivých proud̊u.

6.4 Trojfázové magnetické pole

Ověřovaćı experimenty jsme provedli s měřeńım magnetického pole při napájeńı všech tř́ı
př́ımých vodič̊u ze symetrické trojfázové soustavy. Dobrý souhlas mezi teoríı a experimentem
byl jen pro nejnižš́ı frekvence. Důvodem byly v́ı̌rivé proudy. Proto jsme vzápět́ı přešli na měřeńı
s deľśım posuvem a s jednou aktivńı fáźı. Tomu je věnována rozsáhlá předchoźı část 6.3.

V oblasti trojfázového magnetického pole jsme však provedli řadu výpočt̊u s ćılem seznámit
se podrobně s jeho pr̊uběhem. K tomu sloužily obrázky s vektorovým pr̊uběhem a paramet-
rickým zobrazeńım složek na zvolených řezech. Př́ıklad je na obr. 26. V dolńı části jsou vektory
magnetické indukce. Dále jsou v této oblasti naznačeny řezy. Pro tyto řezy se pak v horńı části
zobraźı pr̊uběhy zvolené složky, tedy parametrické grafy. Na obrázku 26a je vodorovná složka
Bx magnetické indukce a na obr. 26b je svislá složka By. Tato složka magnetické indukce se
uvnitř vodiče měńı lineárně a mezi vodiči je v prvńım hrubém přibĺıžeńı konstantńı.

Řezy na obr. 26 procházej́ı i vodiči. Pokud se má uvnitř nebo na povrchu vodiče vypoč́ıst
spolehlivě složka magnetické indukce, je nutno při numerické integraci vźıt daleko větš́ı počet
bod̊u, př́ıpadně upravit polohu element̊u, abychom se vyhnuli singularitám. Protože byl použit
standardńı počet bod̊u odzkoušený pro výpočet vně vodiče, docháźı k chybám. Ty jsou na
parametrických křivkách pro vodorovnou složku Bx viditelné. Pro př́ıpad svislé složky By mag-
netické indukce v těchto řezech je numerická integrace vyhovuj́ıćı, k chybám nedocháźı ani pro
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Obrázek 26: Magnetického pole v oblasti tř́ı vodič̊u při buzeńı z trojfázové śıtě a) vodorovná
složka, b) svislá složka

výpočet uvnitř vodič̊u nebo na jejich povrchu.
Obrázky typu 26 byly vygenerovány pro postupně rostoućı čas. Z této sekvence byla při-

pravena simulace časového pr̊uběhu ve formě videa. Z ńı vyplynulo, že v okoĺı vodič̊u je rotačńı
magnetické pole. Jeho existence byla prokázána experimentálně pro silné bud́ıćı proudy při
ńızkých frekvenćıch.

7 Diskuse

Základńım výsledkem teoretické části je odvozeńı přibližného analytického vztahu pro skinefekt
v nekonečné tyči obdélńıkového profilu. Proud teče ve směru jej́ı osy Z. Při tomto odvozeńı jsou
diskutabilńı okrajové podmı́nky. Pro jednoduchost jsme předpokládali, že proudová hustota je
konstantńı na povrchu tyče. Jinak bychom asi nedospěli k jednoduchému analytickému řešeńı.
Toto řešeńı se skládá ze tř́ı člen̊u: jeden nelineárńı člen obsahuje součin hyperbolických funkćı
proměnné x a y. Daľśı dva členy obsahuj́ı jen samostatnou hyperbolickou funkci proměnné x a
analogicky umı́stěnou hyperbolickou funkci proměnné y.

Předpoklad konstantńıho povrchového proudu je splněn na nekonečné tyči kruhového pr̊uřezu
a to z d̊uvodu válcové symetrie. Plat́ı samozřejmě i pro př́ıpad stejnosměrného proudu. Tedy
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tento předpoklad určitě přibližně plat́ı pro ńızké frekvence. Otázkou však z̊ustává, kde je
přijatelná hranice.

Pravidelnou literárńı rešerš́ı jsme nedávno objevili, že asi před rokem byl na konferenci pu-
blikován př́ıspěvek zabývaj́ıćı se shodným problémem [9], výpočet proudové hustoty v př́ıčném
pr̊uřezu pravoúhlé tyče, pokud se proud š́ı̌ŕı ve směru jej́ı osy Z. Počátečńı postup řešeńı
př́ıslušné diferenciálńı rovnice je shodný, ale v obecném výsledku se předpokládaj́ı dva rozd́ılné
koeficienty v argumentu hyperbolických funkćı, jiný pro směr v ose X a jiný pro směr v ose
Y . Mezi nimi je kvadratický vztah. Ukázali jsme, že pro stejné koeficienty dostaneme přesně
součinový člen v našem odvozeńı. Koeficienty jsou pak útlumové konstanty. Okrajové podmı́nky,
rozměry př́ıčného pr̊uřezu vodiče, lze v tomto př́ıpadě přibližně započ́ıst pro ńızké frekvence
tak, že se koeficienty vynásob́ı bezrozměrnou funkćı rozměr̊u vodiče.

Obě řešeńı tedy plat́ı pro ńızké frekvence. Alternativńı řešeńı vede k proměnné proudové
hustotě na povrchu vodiče. Nejsilněǰśı proud by měl téct v okoĺı hrany. Proudová hustota na
hraně je ale nespojitá, jiná je vodorovná a svislá limita z vnitřku vodiče. To může představovat
fyzikálńı problém. Autor publikace [9] je si této skutečnosti vědom.

Několikrát jsme se zmı́nili, že jediným jednoduchým zp̊usobem, jak prokázat vliv skinefektu,
je měřeńı magnetického pole v okoĺı vodiče. Při výpočtu jsme dali přednost integrálńı formulaci,
která má několik nesporných výhod. Předevš́ım jsou automaticky splněny okrajové podmı́nky,
zejména v nekonečnu. Výpočet lze provést jen v přesně definovaných bodech. Pro složitěǰśı tvar
vodiče se použije numerická integrace. Naprogramováńı v MATLABu je poměrně jednoduché
a snadno se odhaĺı př́ıpadná chyba. V počátečńı fázi někdy na ni upozorńı i interpret př́ıkaz̊u.
Snadno se v MATLABu źıskaj́ı r̊uzné typy grafických výstup̊u — parametrický graf, rozložeńı
vektor̊u, indukčńı čáry. Jedinou nevýhodou je pomalý výpočet, mj. proto, že MATLAB je
interpretačńı jazyk, což je zde nevýhodou. Numerický výpočet byl však relativně krátký d́ıky
tomu, že podstatnou část numerické integrace nahradil analytický výpočet. To však je možné
jen pro př́ımý masivńı vodič. Pro kruhový vodič se žádný analytický výraz nenalezne a integraci
je nutno d̊usledně provádět numericky. T́ım čas nutný pro výpočet stoupá.

V experimentálńı části byla na začátku řešeńı k dispozici část aparatury obsahuj́ıćı tři
výkonové jednofázové transformátory s připojenými masivńımi vodiči. Bud́ıćı zdroj, měř́ıćı
př́ıstroje, Hallovu sondu atd. bylo nutno doplnit. Rovněž tak bylo nutno připravit software pro
ř́ızeńı a sběr dat. Připravená část aparatury byla současně výhodou i nevýhodou.

Velkou nevýhodou aparatury byl silný pokles výstupńıho proudu s rostoućı frekvenćı. Při
nejvyšš́ı možné frekvenci, kde se začal výrazně projevovat skinefekt, bylo proudové buzeńı
vodič̊u slabé a slabé magnetické pole bylo zat́ıženo velkou chybou, která znemožnila přesné
porovnáńı teorie a experimentu. Ukázali jsme, že chyba byla ve výkonových transformátorech,
které byly asi navrženy jen pro frekvenci výkonové śıtě 50 Hz. S rostoućı frekvenćı přenos proudu
silně klesal. Přitom by nemělo být problémem navrhnout transformátor se zhruba konstantńım
přenosem v pásmu do 1 kHz. Připomeňme výstupńı transformátor u starých elektronkových
radiopřij́ımač̊u. Ten transformoval vstupńı proud řadu deśıtek mA na výstupńı proud řádu
ampér ve frekvenčńım pásmu od 20 Hz do 20 kHz. Na druhé straně návrh a zejména realizace
těchto transformátor̊u jsou finančně i časově náročné.

Alternativńı řešeńı by bylo přej́ıt na nižš́ı frekvence, např. 600 Hz a použ́ıt vodič o větš́ıch
rozměrech. Při zvolené polovičńı frekvenci by však rozměry vodiče musely být čtyřikrát větš́ı,
což by asi nebylo realizačně snadné. Na druhé straně lze při krajńı frekvenci pomoćı odboček
na primáru sńıžit počet primárńıch závit̊u na polovinu i méně a t́ım dosáhnout vyšš́ıch proud̊u
na sekundáru. Znamená to ale zásah do profesionálně vyrobené aparatury.
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V experimentech jsme se soustředili na experimentálńı ověřeńı teoretických vztah̊u pro ski-
nefekt. Ověřeńı jsme realizovali ve dvou směrech: měřeńı elektrického napět́ı na povrchu vodiče,
ale zejména měřeńı magnetického pole v jeho okoĺı. Brzy se ukázalo, že trojfázové buzeńı neńı
vhodné, protože se uplatňovaly výrazně v́ı̌rivé proudy. V našich možnostech nebyla možná
výrazná rekonstrukce aparatury, proto jsme středńı vodič budili jednofázově. V tomto zapojeńı
jsme provedli řadu experiment̊u.

Při měřeńı úbytku napět́ı na povrchu vodiči jsme vypracovali metodu, jak eliminovat induko-
vané napět́ı. Výsledky zprvu ukazovaly, že elektrické pole je na povrchu vodiče konstantńı v sou-
ladu s našimi předpoklady. Bližš́ı rozbor však ukázal, že jsme volili př́ılǐs velkou vzdálenost mezi
sondami, 1 m. Elektrické pole na tak dlouhém úseku nemůže být homogenńı. Ve skutečnosti
jsme měřili odpor vodiče. Ten s rostoućı frekvenćı stoupal, což lze považovat za potvrzeńı skine-
fektu. Kvantitativńı teoretické a experimentálńı výsledky však nesouhlasily. Př́ıčinu jsme zat́ım
nezjistili.

V principu je možné měřeńı elektrického pole na povrchu vodiče. Vzdálenost mezi sodami
však muśı být malá, maximálně 10 mm. Pak je ale úbytek napět́ı malý a v našich podmı́nkách
asi neměřitelný. Hlavńım problémem je odstraněńı šumu a rušeńı.

Zbylo tedy jen vyhodnoceńı experiment̊u měř́ıćıch vněǰśı magnetické pole. Důležité bylo
zjǐstěńı, že vodič se přibližně chová jako nekonečně dlouhý, lze tedy aplikovat teoretické vztahy.
Vyhodnoceńım jsme z naměřených dat také zjistili, že v́ı̌rivé proudy se výrazně uplatńı i v
zapojeńı s jednou aktivńı fáźı. Na mnoha grafech jsme ukázali, jak se v́ı̌rivé proudy projev́ı
na vněǰśım magnetickém poli a jak změńı pr̊uběhy magnetické indukce vyvolané vnucenými
proudy. Jejich existenćı lze mj. vysvětlit významnou axiálńı složku magnetické indukce.

Ukázali jsme také, že naše metoda výběru vzork̊u v okamžiku maxima bud́ıćıho proudu
v́ı̌rivé proudy úspěšně eliminuje a je možné zkoumat skinefekt. Bohužel, při nejvyšš́ı frekvenci
byl bud́ıćı proud tak malý, že se experimentálně nepodařilo jednoznačně vliv skinefektu na
vněǰśı magnetické pole prokázat.

V práci jsme se v́ıce soustředili na vyšetřováńı skinefektu, protože jsme chtěli ověřit odvozený
analytický vztah. Také lze v tomto př́ıpadě použ́ıt spolehlivou metodu numerické integrace pro
výpočet magnetického pole při libovolném rozložeńı proudu ve vodiči.

Experiment však jednoznačně prokázal, že kĺıčovou roli hraj́ı v́ı̌rivé proudy a to i při re-
lativně ńızkých frekvenćıch. Na rozd́ıl od skinefektu nemáme analytický vztah pro výpočet
rozložeńı proud̊u ve vodiči s pravoúhlým pr̊uřezem při p̊usobeńı v́ı̌rivých proud̊u. Zavedeńı
v́ı̌rivých proud̊u představuje tedy dynamickou úlohu. Jediným efektivńım př́ıstupem v tomto
př́ıpadě je použit́ı metody konečných prvk̊u (MKP). V disertačńı práci jsme představili některé
aplikace pomoćı systému COMSOL Multighysics. Jednalo se však předevš́ım o prozkoumáńı
možnost́ı tohoto systému a odzkoušeńı prostupu pro naši úlohu. Tyto uvedené výsledky jsou
jen orientačńı. Podrobně jsme je nezkoumali, ani nijak nezpracovali a ani je nepoužili v jiných
částech práce, i když by možná vedly k názorněǰśı představě o zkoumaných jevech.

Na druhé straně naše námaha, zejména v oblasti numerické integrace, nebyla vynaložena
zbytečně. Teorie i experiment potvrzuj́ı, že na aparatuře se v́ı̌rivé proudy a skinefekt začaly
výrazně projevovat až při frekvenci nad 400 Hz. To znamená, že pro śıt’ovou frekvenci 50 Hz lze
použ́ıvat integrálńı př́ıstup k výpočtu magnetického pole s rovnoměrně rozloženou proudovou
hustotou.
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8 Závěr

Tato převážně experimentálńı práce se zabývá studiem kvazistacionárńıho elektromagnetického
pole v experimentálńım modelu rozvodny. V teoretické části se soustředila na rozbor p̊usobeńı
skinefektu a v́ı̌rivých proud̊u. Pro použité vodiče byl nalezen přibližný analytický výraz pro
skinefekt. Ten se poněkud lǐsil od vztahu nedávno publikovaného pro tentýž typ vodiče. Pro
v́ı̌rivé proudy asi podobný jednoduchý vztah neexistuje, protože jde již o př́ılǐs složitý systém.
Jelikož jediné snadné ověřeńı předpokládaného rozložeńı proudu ve vodiči je pomoćı vněǰśıho
magnetického pole, byly připraveny metody pro jeho rychlý výpočet numerickou integraćı.

Experiment se soustředil převážně na měřeńı vněǰśıho magnetického pole. Hlavńım nedostat-
kem aparatury bylo poměrně slabé proudové buzeńı při frekvenćıch, kde se skinefekt projevoval
nejv́ıce. Přič́ıtáme je nevhodně navrženým transformátor̊um. Na druhé straně se nám úpravou
elektronického obvodu podařilo zvýšit citlivost a přesnost měřeńı slabých magnetických poĺı ko-
merčńı 3D Hallovou sondou. Práce se také zabývala měřeńım úbytku napět́ı na povrchu vodiče
s ćılem ověřit okrajové podmı́nky použité při odvozeńı analytického výrazu pro skinefekt. Při
vhodné rozteči sond však bylo toto napět́ı př́ılǐs malé na to, aby se dalo změřit s přijatelnou
chybou. Ověřili jsme však, že odpor vodiče s rostoućı frekvenćı stoupá.

Studium vněǰśıho magnetického pole se soustředilo na režim s jednou aktivńı fáźı. Mag-
netické pole bylo slabé zejména při vyšš́ıch frekvenćıch, proto jsme pro odstraněńı poruch z
naměřených dat použili frekvenčńı analýzu. V naměřených pr̊uběźıch magnetické indukce se
výrazně projevoval vliv v́ı̌rivých proud̊u i v tomto zjednodušeném zapojeńı. Jejich vliv na
pr̊uběh magnetického pole je také při systematickém vyhodnocováńı experimentu v práci po-
drobně popsán. Vhodným výběrem vzork̊u v časové oblasti jsme dokázali vliv v́ı̌rivých proud̊u
podstatně potlačit a tak źıskat experimentálńı data, která zahrnuj́ı jen vliv skinefektu. Bohužel,
v d̊usledku slabých bud́ıćıch proud̊u jsou data zat́ıžena značnou chybou, takže se vliv skinefektu
nepodařilo jednoznačně prokázat ani v tomto př́ıpadě. Nešlo tud́ıž ani posoudit, které z teoríı
je experiment bĺıže. Postup je však správný, jde jen o odstranitelný technický nedostatek.

Praktickým výsledkem je mj. to, že jsme ukázali, že pro frekvence asi do 400 Hz je vliv
v́ı̌rivých proud̊u při použité geometrii slabý. Lze tedy použ́ıt všech metod numerické integrace
pro sledováńı vněǰśıch magnetických poĺı. Rozložeńı proud̊u ve vodiči lze považovat za rov-
noměrné.

Pokud se jedná o vytyčené ćıle, lze je pokládat za splněné, i když někdy byly výsledky trochu
jiné, než se očekávalo. Z časových d̊uvod̊u jsme se nemohli podrobně ani experimentálně, ani
teoreticky, zabývat oteplováńım vodič̊u, i když je to pro praxi d̊uležité a v literatuře se to
sleduje.

Práce řeš́ı aktuálńı problematiku, jak teoreticky, tak experimentálně. To mj. dokazuje sku-
tečnost, že obdobný vztah k tomu, který byl v práci odvozen, byl nedávno publikován. Ex-
perimentálně se zat́ım nepodařilo prokázat, který z nich odpov́ıdá lépe skutečnosti, i když
jsme se o to pokoušeli jak měřeńım úbytku napět́ı na povrchu vodiče, tak z pr̊uběhu vněǰśıho
magnetického pole.

Daľśı pokračováńı v této zaj́ımavé a prakticky d̊uležité oblasti výzkumu by se mělo soustředit
zejména na tyto problémy.

• Dosažeńı silněǰśıho buzeńı vodič̊u při vysoké frekvenci. Pravděpodobně bude nutno na-
vrhnout a realizovat vhodněǰśı transformátor. Pak bude mj. možné experimentálně ověřit
vztahy popisuj́ıćı skinefekt.
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• Kriticky posoudit možnost měřeńı úbytku napět́ı povrchu vodiče při malé vzdálenosti
sond.

• Aplikovat systém COMSOL Multiphysics k teoretickému výpočtu vlivu v́ı̌rivých proud̊u.
To mj. umožńı posoudit jejich vliv na vněǰśı magnetické pole.

• Teoretické i experimentálńı studium oteplováńı povrchu vodič̊u.

S ohledem na praktický význam řešených problémů, lze očekávat zájem a podporu z technické
praxe.
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