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školńı d́ılo.
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z ńıže uvedených zp̊usob̊u podpořili při př́ıpravě dizertačńı práce.
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Abstrakt

Dizertačńı práce, jej́ıž autoreferát drž́ıte v rukou je věnována
problematice poč́ıtačové simulace vybraných př́ırodńıch jev̊u a che-
mických reakćı, které ovliňuj́ı š́ı̌reńı znečǐstěńı podzemńı vodou. V prá-
ci popisované poč́ıtačové modely využ́ıvaj́ı inovativńı aplikace v jiných
oblastech zavedených postup̊u a modelovaćıch nástroj̊u. Velká pozor-
nost je v dizertaci věnována matematické formulaci popisu problému
reakčńıho transportu kontaminace. V rámci práce je navržen a byl
prověřen originálńı popis problému reakčńıho transportu soustavou
obyčejných diferenciálńıch rovnic. Navržený popis diferenciálńımi
rovnicemi umožňuje zahrnout do modelu i rovnovážné chemické re-
akce, které jsou obvykle popisovány rovnicemi algebraickými.

Dı́ky zaměřeńı práce na matematický popis simulovaných úloh
je možné navržené postupy analogicky aplikovat na modely daľśıch
př́ırodńıch a jiných jev̊u jako jsou např́ıklad š́ı̌reńı tepla, mechanis-
mus ztenčováńı ozonové vrstvy, znečǐstěńı vzduchu a mnoho daľśıch.

Kĺıčová slova: reakčńı transport, poč́ıtačová simulace, úložǐstě
jaderného odpadu, radioaktivńı rozpad, sorpce, omezená rozpust-
nost, matematická formulace
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Abstract

My dissertation describes computer simulation of selected natu-
ral processes and reactive-transport problem which influence ground-
water contaminant transport. Models described in my disserta-
tion describe inovative application of approaches and simulation
tools which are widely spread and often used in different simulation
fields. Dissertation is strongly focused on mathematical formulation
of reactive-transport problem description. In one part of the book
we proposed and described tests of an original ordinary differential
formulation of reactive transport problem. The proposed formu-
lation enables to involve equlibrium reactions which are obviously
described by algebraic equations.

Thanks to a focus of dissertation on mathematical formulation of
reactive transport problem, proposed approaches can be used ana-
logicaly for simulation of similarly described natural and other pro-
cesses such as heat transfer, ozone depletion chemical mechanism,
air polution model and many others.

Keywords: reactive transport, computer simulation, radioac-
tive waste disposal, radioactive decay, adsorption, limited solubility,
mathematical formulation
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Ověřená technologie 28

Účast na projektech 29

6
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Úvod

Představovaná dizertačńı práce připravená v rámci absolvováńı
studijńıho oboru

”
Př́ırodovědné inženýrstv́ı“ lež́ı na pomeźı výzkum-

ných směr̊u
”
Modelováńı př́ırodńıch a technických proces̊u“ a

”
Apli-

kace numerických metod a vývoj nástroj̊u pro modelováńı př́ırodńıch
proces̊u“. Širš́ı tematický okruh práce nese označeńı

”
Numerické mo-

delováńı sdružených T-H-M-C proces̊u v horninovém prostřed́ı“. Di-
zertačńı práce je věnována návrhu a popisu efektivńıch postup̊u po-
č́ıtačové simulace vybraných geochemických děj̊u a je rozčleněna do
čtyřech ńıže popsaných kapitol.

Prvńı kapitola krátce, v několika bodech, představuje ćıle di-
zertačńı práce.

Druhá kapitola, přináš́ı souhrn základńıch znalost́ı a postup̊u
využ́ıvaných pro simulaci reakčńıho transportu kontaminace pod-
zemńı vodou. Kapitola obsahuje informace o obvyklém děleńı che-
mických reakćı v podzemńı vodě do několika skupin podle rychlosti
reakćı a fáze reaktant̊u. Dále je v kapitole uvedeno několik mate-
matických formulaćı využ́ıvaných k poč́ıtačovému modelováńı geo-
chemických reakćı r̊uzných druh̊u. Druhou kapitolu uzav́ırá krátké
představeńı simulačńıho nástroje Flow123D do něhož byly v rámci
praktické části dizertačńı práce přidány součásti pro simulaci vy-
braných geochemických, popř. geofyzikálńıch interakćı.

Těžǐstěm práce je kapitola č́ıslo 3, která popisuje vlastńı navr-
žené postupy a metody modelováńı jev̊u, které ovlivňuj́ı, zpravidla
zpomaluj́ı, transport znečǐstěńı podzemńı vodou.

V jedné z podkapitol naleznete originálńı matematickou formu-
laci popisu radioaktivńıch rozpad̊u a lineárńıch reakćı. Formulace
byla v několika etapách zpřesňována a pečlivě prověřována.

Daľśı podkapitola představuje postup simulace rovnovážné sorpce,
který umožňuje předej́ıt časově náročnému iteračńımu řešeńı ne-
lineárńıch rovnic d́ıky využit́ı předpoč́ıtané interpolačńı tabulky.

Následuj́ıćı podkapitola ukazuje aplikaci řešič̊u z baĺıku Sundi-
alsTB (octave-sundials) na simulaci rozpouštěńı kalcitu podzemńı

7
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vodou bez kontaktu s atmosférou. V této podkapitole je k matema-
tickému popisu problému nejprve využita soustava sestávaj́ıćı z alge-
braických spolu s obyčejnými diferenciálńımi rovnicemi (standardńı
popis chemických reakćı). Následně je popis přeformulován do po-
doby soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic, které nesou infor-
maci o kinetických i rovnovážných reakćıch (inovace). Výsledky mo-
del̊u rozpouštěńı kalcitu byly srovnávány s výstupy z prověřených
simulačńıch programů.

Třet́ı kapitolu uzav́ırá část věnovaná rozš́ı̌reńı modelu rozpouštěńı
kalcitu o advekčńı transport látek podzemńı vodou. I v př́ıpadě to-
hoto rozš́ı̌reného modelu je celý děj ve výsledku popsán jednou sou-
stavou obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Čtvrtá kapitola shrnuje př́ınosy odevzdané dizertačńı práce.

V př́ılohách práce naleznete skripty použité v programu Octave
k simulaci rozpouštěńı kalcitu a k modelováńı rozpouštěńım kalcitu
ovlivněného transportu. Kromě toho obsahuj́ı př́ılohy seznam publi-
kaćı a výčet daľśıch aktivit v pr̊uběhu studia.

1 Ćıle dizertačńı práce

Vzhledem k velké š́ı̌ri problematiky poč́ıtačové simulace reakčńı-
ho transportu jsem se v dizertačńı práci zaměřil na matematickou
formulaci a na zp̊usoby řešeńı soustav popisuj́ıćıch daný problém.
Ćıle odevzdané práce je možné shrnout do několika následuj́ıćıch
bod̊u:

• Zmapováńı matematického pozad́ı poč́ıtačového modelováńı
reakčńıho transportu kontaminant̊u podzemńı vodou.

• Návrh inovativńıho matematického popisu problému reakčńıho
transportu.

• Př́ıprava vlastńıch, efektivńıch algoritmů pro vybrané př́ıpady
reakčńıho transportu kontaminace.
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• Implementace navržených postup̊u a jejich použit́ı k simulaci
zvolených př́ırodńıch jev̊u.

• Porovnáńı dosažených výsledk̊u simulaćı s výsledky źıskanými
využit́ım prověřených, komerčńıch programů.

V popisované práci je uvažován deterministický př́ıstup/model
transportu látek podzemńı vodou. Motivaćı pro tuto volbu je za-
mýšlené použit́ı výsledných modelovaćıch nástroj̊u pro stanoveńı ri-
zik spojených s ukládáńım radioaktivńıho odpadu a pro predikci
účinnosti sanačńıch zásah̊u na oblastech regionálńıho rozsahu.

Praktickou část́ı pro ověřeńı teoretických závěr̊u dizertačńı práce
je bud’to implementace a otestováńı vybraných postup̊u do reakčńıho
modulu simulačńıho softwaru Flow123D nebo jejich zprovozněńı po-
moćı jiného programového nástroje (Octave).

Účelem rozš́ı̌reńı programu Flow123D o simulaci vybraných ge-
ochemických interakćı bylo vytvořeńı prostředku efektivńıho mode-
lováńı těchto jev̊u a nikoliv př́ıprava modelovaćıho nástroje u kterého
je dosaženo vysoké komplexnosti model̊u na úkor rychlosti výpočt̊u.

Vlastńı práce se soustředila na optimalizaci algoritmů a výpočet-
ńıch proces̊u použitých k simulaci reakčńıho transportu stejně jako
na inovaci matematického popisu problému.

2 Shrnut́ı hlavńıch výsledk̊u práce

V rámci jednotlivých část́ı této kapitoly jsou rámcově představeny
hlavńı úkoly vyřešené v rámci doktorského studia a popsané v di-
zertačńı práci.

2.1 Rešeršńı část práce

Úvodńı kapitola práce obsahuje základńı seznámeńı s proble-
matikou modelováńı reakčńıho transportu. Hlavńı informace byly
čerpány z [10] a [11].
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Kĺıčové z hlediska simulace transportu látek ovlivněného che-
mickými reakcemi je jejich rozděleńı podle skupenstv́ı (pevné, ka-
palné) reaktant̊u a podle relativńı rychlosti pr̊uběhu reakce vzhle-
dem k rychlosti transportu. K popisu rychlých (tzv. rovnovážných)
reakćı je zvykem použ́ıvat algebraické rovnice a pro popis pomalých
(tzv. kinetických) reakćı se použ́ıvaj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice.
Transportńı část modelu je obvykle formulována v podobě soustavy
parciálńıch diferenciálńıch rovnic.

V úvodńı kapitole jsou představeny tradičńı, stejně jako aktuálně
použ́ıvané a rozv́ıjené metody matematického popisu, simulace a pro-
pojeńı transportńı části modelu s jeho reakčńı složkou. Jako zástupci
tradičńıch simulačńıch postup̊u jsou zmı́něny ty, které byly v rámci
doktorského studia otestovány. Jsou to takzvaný

”
Differential Alge-

braic Equation Approach – DAE“ a na štěpeńı operátoru postavený

”
Sequential Non-Iterative Approach – SNIA“. Z nověǰśıch metod je

ve zkratce popsáno reakčně orientované modelováńı.
V závěru kapitoly je okrajově zmı́něn dostupný software posky-

tuj́ıćı možnost simulace reakčńıho transportu.

2.2 Simulace radioaktivńıch rozpad̊u

Vlastńı práce na simulaci reakčńıho transportu začala vytvořeńım
softwarového nástroje pro poč́ıtáńı referenčńıch model̊u. Zmı́něný
software posloužil k výpočtu srovnávaćıch dat pro později realizova-
nou simulaci radioaktivńıch rozpad̊u.

Radioaktivńı rozpady byly efektivně modelovány za použit́ı ma-
ticového násobeńı. Realizovaný princip simulace radioaktivńıch roz-
pad̊u spoč́ıvá v násobeńı velké matice koncentraćı CT (N × n, kde
N je počet element̊u a n je počet látek, izotop̊u) před rozpadem
(ovšem po transportu) malou matićı R (n× n). Matice koncentraćı
je násobena matićı rozpad̊u zprava

TCTR = CT+1,

kde T je velká matice (N×N) popisuj́ıćı transport. Uvedená kombi-
nace simulace transportu se simulaćı rozpad̊u je založena na metodě
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štěpeńı operátoru (Operator Splitting – OS) podle schématu TR
(Transport-Reakce).

V základńı verzi měla matice realizuj́ıćı simulaci rozpad̊u pásový,
bidiagonálńı charakter. Tento tvar matice umožňoval v jednom ča-
sovém kroku modelu zohlednit př́ıspěvek koncentrace pouze od bez-
prostředně předcházej́ıćıho prvku v rozpadové řadě. Zmı́něný jedno-
duchý tvar formulace problému vyvolával nepřesnosti ve výsledćıch
simulaćı.

Pro napraveńı popsaného nedostatku byla matematická formu-
lace simulovaného jevu upravena. Princip maticového násobeńı z̊ustal
zachován, ale použ́ıvaná matice byla sestavena za pomoci racionálńı
Padého aproximace eponenciely matice (eA∆t), která je analytickým
řešeńım úlohy d~c

dt = A~c, ~c(0) = ~c0. Matice A byla k tomuto účelu
sestavena z kinetických konstant odpov́ıdaj́ıćıch poločas̊um rozpad̊u
prvk̊u v simulované rozpadové řadě a měla tvar

A =


−k1 k1 0 0 0

0 −k2 k2 0 0

0 0
. . .

. . . 0
0 0 0 −kn−1 kn−1

0 0 0 0 −kn

 .

Padého aproximace R(A ·∆t) exponenciely matice A ·∆t byla
poč́ıtána podle vzorc̊u

R(A ·∆t) = [D(A ·∆t)]−1N(A ·∆t),

N(A ·∆t) =
p∑

j=0

(p+q−j)!p!
(p+q)!j!(p−j) (A ·∆t)j ,

D(A ·∆t) =
q∑

j=0

(p+q−j)!q!
(p+q)!j!(q−j) (−A ·∆t)j ,

kde p je stupeň čitatele a q je stupeň jmenovatele.
Navržený postup simulace rozpad̊u byl implementován do pro-

gramu Flow123D. Uživatel programu dostal možnost definovat si ve
vstupńım souboru vlastńı, př́ımé i rozvětvené rozpadové řady.
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Správnost simulace radioaktivńıch rozpad̊u za pomoci Padého
aproximace exponenciely matice A·∆t byla ověrena na jednoduchých
testovaćıch úlohách nalezeńım analytického řešeńı problému. Shoda
výsledk̊u analytického a numerického řešeńı navrženého matema-
tického modelu prokázala použitelnost Padého aproximace k simu-
laci radioaktivńıch rozpad̊u. Výhodou numerického řešeńı je jeho
širš́ı použitelnost a snažš́ı implementace.

Časová náročnost simulace rozpad̊u byla otestována na modelu
regionálńıho rozsahu (lokalita Rožná-Oľśı). Ukázalo se, že výpočetńı
časy model̊u transportu kontaminace a výpočetńı časy model̊u zo-
hledňuj́ıćıch nav́ıc ještě radioaktivńı rozpady jsou vzájemně srovna-
telné.

2.3 Model rovnovážné sorpce

Daľśım jevem, který silně ovlivňuje š́ı̌reńı kontaminace podzemńı
vodou je rovnovážná sorpce kontaminantu na horninu. V matema-
tických modelech je běžné popisovat sorpce obecně nelineárńımi funk-
cemi (tzv. izotermami) definuj́ıćımi vztah mezi koncentraćı rozpuštěné
látky a koncentraćı látky sorbované na povrch horniny. Pro popis
jednovrstvé sorpce se často využ́ıvaj́ı např́ıklad tzv. lineárńı, Freu-
ndlichova nebo Langmuirova izoterma (viz např. [12]). Zmı́něné izo-
termy se vyznačuj́ı jednoduchým matematickým popisem s malým
počtem parametr̊u, které je možné naj́ıt v literatuře.

V rámci dizertačńı práce byla navržena a otestována efektivńı
metoda přibližného řešeńı nelineárńıch rovnic popisuj́ıćıch jednovrst-
vou sorpci ve spojeńı se zákonem zachováńı hmoty a se zohledněńım
omezené rozpustnosti kontaminantu v podzemńı vodě.

Zákon zachováńı hmoty má pro př́ıpad sorpce tvar

cT = ca · n+ cs · ρH · (1− n),

kde cT je celková koncentrace, ca je koncentrace látky rozpuštěné
ve vodě, cs je koncentrace sorbované látky, n znač́ı porozitu hor-
niny a ρH je hustota horniny. Celkovou koncentraci jde dopoč́ıtat na
základě hodnot ca, cs z transportńı části modelu.
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Koncept modelu sorpce látky s omezenou rozpustnost́ı (mez ck)
je založený na použit́ı stejných proměnných (mı́st v paměti poč́ıtače)
pro uložeńı koncentraćı sorbovaných a sražených látek. V př́ıpadě
nerozlǐsováńı mezi sraženou a sorbovanou formou látky je možné
uvažované děje principielně popsat grafy podobnými těm na obrázku
1.

(a) Omezenou rozpustnost́ı ovlivněná
lineárńı sorpce.

(b) Omezenou rozpustnost́ı ovlivněná
nelineárńı sorpce.

Obrázek 1: Omezenou rozpustnost́ı ovlivněné, izotermami popsané
sorpce.

Drobnou úpravou předpisu zákona zachováńı hmoty můžeme de-
finovat funkci g(ca) ve tvaru

g(ca) = ca · n+ f(ca) · ρH · (1− n),

kde f(ca) představuje explicitńı, funkčńı předpis izotermy.
Přesným řešeńım úlohy se zohledněńım omezené rozpustnosti

(s meźı rozpustnosti ck) je hodnota koncentrace rozpuštěné formy
látky

ca = min{g−1(cT ), ck}

spolu s dopoč́ıtanou hodnotou cs koncentrace sorbované nebo sražené
formy látky.
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Sorpce je v modelu simulována tehdy, pokud cT ≤ cmax
T , kde

cmax
T = ck · n+ f(ck) · ρH · (1− n). V takové situaci je cs = f(ca).

V opačném př́ıpadě (cT > cmax
T ) docháźı k simulaci srážeńı. Hod-

nota ca je nastavena na ck a koncentrace cs je dopočtena podle vzorce

cs = (cT − n · ck)/(ρH · (1− n)).

K numerickému, iteračńımu řešeńı rovnice

cT = ca · n+ f(ca) · ρH · (1− n)

byla použ́ıvána bud’ Newtonova-Raphsonova metoda nebo algorit-
mus TOMS 748 implementovaný v rozsáhlé knihovně funkćı
boost C++ (v 1.0).

2.3.1 Přibližné řešeńı

Výrazně rychleǰśı než iteračńı metody výpočtu řešeńı modelu
sorpce je stanoveńı jeho aproximace v jednom kroku. Podmı́nkou pro
počitatelnost aproximace řešeńı jsou konstantńı parametry horniny
(n, ρH) v čase a na definovaných oblastech v prostoru. K aproximaci
řešeńı sorpčńı části modelu popsané rovnićı

cT = ca · n+ f(ca) · ρH · (1− n)

s neznámou ca bylo použito projekce dat z transportńı části modelu
na izotermu. Tato projekce je založena na využit́ı předvypočtené in-
terpolačńı tabulky. Hodnoty uložené v tabulce jsou transformované
(rotované) souřadnice bod̊u na izotermě v mı́stech, která odpov́ıdaj́ı
svou polohou ekvidistantně rozloženým d́ıl̊um množstv́ı látky cmax

T

na hranici rozpustnosti (množstv́ı látky v bodě [ck, f(ck)]). Gra-
fické znázorněńı bod̊u z interpolačńı tabulky (hvězdičky) ukazuje
obrázek 2. Nezávisle proměnná v transformované souřadné soustavě
má význam celkové koncentrace (cRa = cT ). V interpolačńı tabulce
jsou uloženy pouze hodnoty závisle proměnné cRs .

Před projekćı dat na izotermu muśı doj́ıt k jejich transformaci
(otočeńı) do souřadné soustavy s osami cRa , c

R
s . Po projekci jsou data

otočeńım vrácena do p̊uvodńı souřadné soustavy.
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Obrázek 2: Pr̊useč́ıky v otočené souřadné soustavě.

2.3.2 Srovnáńı rychlosti model̊u sorpce

K otestováńı časové náročnosti navržených zp̊usob̊u simulace jed-
novrstvé sorpce byla připravena sada 2D model̊u sorpćı ovlivněného
transportu kontaminace pórézńım mediem s konstantńımi nebo pro-
měnnými parametry. Pro modely s nekonstantńımi parametry hor-
niny bylo nutno využ́ıt iteračńı metody řešeńı zat́ımco v př́ıpadě mo-
del̊u s konstantńımi parametry mohla být použita výrazně rychleǰśı
metoda aproximace řešeńı v jednom kroku. 2D oblast popisovaná
modely byla diskretizována 1426 trojúhelńıkovými elementy.

Modely zahrnovaly simulaci sorpce popsané lineárńı, Langmuiro-
vou nebo Freundlichovou izotermou. Ve všech třech př́ıpadech byla
sorpce simulována nejprve za pomoci Newton-Raphsonovy metody
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(konstantńı parametry, iteračńı řešeńı). Dále proběhly simulace s vy-
užit́ım metody TOMS 748 (nekonstantńı parametry, iteračńı řešeńı)
a nakonec byl aplikován nový postup založený na interpolaci (kon-
stantńı parametry, řešeńı v jednom kroku). Délky běhu simulaćı jsou
zachyceny v tabulce 1.

Tabulka 1: Časy simulaćı transportu ovlivněného sorpćı.
type/alg. Newton (konst.) TOMS 748 interp. (konst.)
linear 6.5 8.48 0.87
Freund. 8.98 41.1 0.87
Lang. 7.89 13.2 0.98

Pro všechny př́ıpady simulaćı s konstantńımi parametry hor-
niny a s použit́ım interpolace bylo zaznamenáno výrazné zrychleńı
výpočt̊u, které je patrné z porovnáńı hodnot v prvńım a ve třet́ım
sloupci tabulky 1.

Ve všech př́ıpadech použit́ı algoritmu TOMS 748 bylo pozorováno
zpomaleńı výpočt̊u ve srovnáńı se simulacemi problému Newtonovou-
Raphsonovou metodou. Na základě naměřených délek trváńı výpočt̊u
se Newtonova-Raphsonova metoda jev́ı pro numerické modelováńı
sorpce jako vhodněǰśı volba než druhá z testovaných iteračńıch me-
tod.

2.4 Inovativńı popis chemických reakćı

Důležitým krokem k navržeńı originálńıho postupu modelováńı
reakčńıho transportu jako celku bylo zvládnut́ı simulace paralelńıch
kinetických a rovnovážných chemických reakćı. Jako testovaćı úloha
byl vybrán reakčńı mechanizmus rozpouštěńı kalcitu v podzemńı
vodě s obsahem CO2 a bez kontaktu s atmosférou. Mechanizmus
zvolené reakce může být popsán chemickými rovnicemi:

• CO2(aq) + H2O � H+ + HCO−
3 , konstanta K,

• CaCO3 + H+ � Ca2+ + HCO−
3 , konstanty l, L,
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Technická univerzita v Liberci

• H2O � H+ + OH−, konstanta M ,

kde konstanta l je kinetická, zat́ımco velkými ṕısmeny K,L,M jsou
značeny konstanty rovnovážné.

Výše uvedeným chemickým rovnićım př́ısluš́ı po zjednodušuj́ıćım
přeznačeńı popis matematickými rovnicemi r̊uzných typ̊u:

• A� B + C, K = BeCe

Ae
,

• B � D + C, dD
dt = kin(B,C,D) = l ·

(
1− CD

B ·
1
L

)
,

• konst.� B + E, M = BeEe,

kde dolńım indexem e jsou označeny hodnoty koncentraćı v chemické
rovnováze.

K řešeńı modelu bez zahrnut́ı transportu byly nejprve využity
existuj́ıćı řešiče (DASPK, IDA) soustav diferenciálńıch a algebra-
ických rovnic (DAE – Differential–Algebraic Equation). Pro zvo-
lené počátečńı podmı́nky a parametry úlohy se výsledky shodovaly
s výsledky hojně použ́ıvaného simulačńıho softwaru The Geoche-
mist’s Workbench. Dosažená shoda je zachycená na obrázku 3.

Řešiče DAE-soustav jsou relativně často použ́ıvaným nástrojem
pro simulaci provázaných fyzikálńıch, technologických a chemických
děj̊u. Jejich výhodou je uživatelská jednoduchost formulace mate-
matického popisu pro řešič.

Výraznou nevýhodou řešené soustavy diferenciálńıch a algebra-
ických rovnic je použit́ı rozsah̊u reakćı na mı́stě proměnných. Roz-
sahy reakćı neumožňuj́ı snadné rozš́ı̌reńı modelu o transport, který
obvykle pracuje s proměnými koncentracemi látek.

2.4.1 ODE popis rozpouštěńı kalcitu

Pro stejnou testovaćı úlohu (rozpouštěńı kalcitu) byl připraven
originálńı matematický popis sestávaj́ıćı čistě z obyčejných diferen-
ciálńıch rovnic.
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Obrázek 3: Srovnáńı výsledk̊u z Octave (modrá) a z programu The
Geochemist’s Workbench (červená).

Odvozeńı diferenciálńıho popisu je založené na:

1. zavedeńı
”
př́ıspěvk̊u“ RK , RM rovnovážných reakćı k časové

změně modelovaných koncentraćı

∂A
∂t = (−1) ·RK ,
∂B
∂t = (−1) · kin(B,C,D) +RK +RM ,
∂C
∂t = kin(B,C,D) +RK ,
∂D
∂t = (−1) · kin(B,C,D),
∂E
∂t = RM ,

(1)

2. derivaci algebraických rovnic popisuj́ıćıch rovnováhy,

3. dosazeńı diferenciálńıch rovnic (1) do výsledk̊u derivace rovnic
rovnováh,

4. vyjádřeńı
”
př́ıspěvk̊u“ RK , RM a

18
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5. na jejich dosazeńı zpátky do diferenciálńıch rovnic (1).

Výsledná diferenciálńı formulace úlohy má tvar

∂A
∂t = A·(B−C+E)·kin(B,C,D)

(A+C)B+AC+(A+C)E
∂B
∂t = (−1) · kin(B,C,D)− A·(B−C+E)·kin(B,C,D)

(A+C)B+AC+(A+C)E + (2A+C)·E·kin(B,C,D)
(A+C)B+AC+(A+C)E

∂C
∂t = kin(B,C,D)− A·(B−C+E)·kin(B,C,D)

(A+C)B+AC+(A+C)E
∂D
∂t = (−1) · kin(B,C,D)
∂E
∂t = (2A+C)·E·kin(B,C,D)

(A+C)B+AC+(A+C)E .

Odvozená soustava byla řešena se zvolenými počátečńımi pod-
mı́nkami a parametry pomoćı solveru CVODE. Výsledky simulace
byly shodné s výsledky źıskanými řešeńım DAE-soustavy.

Hlavńı výhodou diferenciálńıho popisu provázaných chemických
reakćı je potlačeńı potřeby využit́ı metody štěpeńı operátoru při
simulaci souběžně prob́ıhaj́ıćıch kinetických a rovnovážných che-
mických reakćı. Daľśım kladem diferenciálńı formulace je možnost
volby z široké škály metod použ́ıvaných pro řešeńı soustav obyčejných
diferenciálńıch rovnic.

Zjevnou nevýhodou diferenciálńıho popisu postihuj́ıćıho i rov-
novážné reakce je obt́ıžnost jeho sestaveńı a automatizace tohoto
procesu.

2.5 Rozš́ı̌reńı modelu reakćı o transport

Postupem analogickým formulaci jednotného, diferenciálńıho po-
pisu rovnovážných a kinetických reakćı byla sestavena soustava oby-
čejných diferenciálńıch rovnic rozš́ı̌rená o transportńı členy
L(X), X ∈ {A,B,C,D,E}. Rozd́ıl byl v použité soustavě parci-
álńıch diferenciálńıch rovnic

∂A
∂t = L(A)−RK ,
∂B
∂t = L(B)− kin(B,C,D) +RK +RM ,
∂C
∂t = L(C) + kin(B,C,D) +RK ,
∂D
∂t = L(D)− kin(B,C,D),
∂E
∂t = L(E) +RM ,
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které nahradily obyčejné diferenciálńı rovnice z modelu bez trans-
portu a které bylo třeba před řešeńım ve zkoumané oblasti diskre-
tizovat. Zkoumanou oblast́ı byl čtverec (viz obr. 4) a k diskretizaci

Obrázek 4: Geometrie modelu.

v prostoru byla použita metoda konečných diferenćı. Před simulaćı
byly na hranici oblasti nastaveny okrajové podmı́nky Dirichletova
typu a na celé oblasti předepsány počátečńı podmı́nky.

Při modelováńı transportu látek ve vodorovném směru byl sle-
dován vliv zjemněńı výpočetńı śıtě na časový vývoj koncentraćı
u vtoku a u výtoku z oblasti (body označené hvězdičkami). Výsledek
byl v souladu s očekáváńımi. Zjemňováńı śıtě vyvolalo př́ıkřeǰśı pře-
chod (viz obr. 5) od chemíı modifikované počátečńı podmı́nky (modrá
čára v grafu) k hodnotě určené okrajovou podmı́nkou. Pro větš́ı
přehlednost je v grafu zaznamenán pouze vývoj pH.

Pro stejný scénář simulace byl vyhodnocen také vliv zjemněńı
śıtě na modelem předpovězené prostorové rozložeńı pH podél osy x
(směr prouděńı). Přechod mezi dvěma mezńımi hodnotami v tomto
př́ıpadě reprezentoval takzvané

”
čelo kontaminace“. Spolu se zje-

mňováńım śıtě klesla numerická difuze, v d̊usledku čehož se čelo
kontaminace bĺıžilo očekávanému kolmému, skokovému přechodu.
Tento trend ukazuje obrázek 6.
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Obrázek 5: Vliv zjemněńı śıtě ve směru transportu.

Kromě kvality výsledk̊u mělo zjemňováńı śıtě vliv také na délku
trváńı simulaćı. Výpočetńı časy ukazuje tabulka 2.

Tabulka 2: Výpočetńı časy model̊u.
počet uzl̊u, nx × ny trváńı výpočtu

7×7 28.22s
7×7 72.6s = 1m 12.6s
15×7 503.8s = 8m 23.8s
31×7 3143s = 52m 23s
63×7 2.062e+4s = 5h 43m 40.2s

U časové náročnosti simulaćı na počtu uzl̊u výpočetńı śıtě lze
pozorovat mocninnou funkčńı závislost.
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Obrázek 6: Vliv zjemněńı śıtě ve směru osy x na předpovězené
prostorové rozložeńı pH.

Zvyšováńı počtu uzl̊u ve směru osy x (směr prouděńı, resp. trans-
portu) vyvolalo závislost výpočetńıho času modelu danou funkćı

t = 0.0033 · n2.5658
uzlu .

Největš́ı výhodou diferenciálńı formulace úloh transportu popiso-
vaných v této kapitole je zahrnut́ı popisu všech uvažovaných d́ılč́ıch
jev̊u do jedné soustavy rovnic stejného druhu.

Otevřenou otázkou zústává struktura matice soustavy a s ńı
spojený výběr vhodné výpočetńı metody, např́ıklad některé nevy-
zkoušené z programu CVODE.
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3 Př́ınos práce

Př́ınosem odevzdané dizertačńı práce je vytvořeńı podrobného
přehledu, posouzeńı efektivity vybraných, v současné době použ́ıva-
ných postup̊u matematického modelováńı reakčńıho transportu. Kro-
mě toho byl ve vybraných př́ıpadech (radioaktivńı rozpad a rov-
novážné sorpce) použit inovativńı postup simulace, který přinesl
sńıžeńı výpočetńıho času modelu reakčńıho transportu se známými
parametry uvažovaných př́ırodńıch jev̊u. Parametry chemických re-
akćı byly źıskávány na základě údaj̊u z literatury a expertńıch od-
had̊u.

Významným teoretickým výsledkem práce bylo navržeńı originál-
ńı matematické formulace popisu problému reakčńıho transportu.
Zmı́něná formulace umožňuje zahrnout popis rovnovážných, neko-
nečně rychlých chemických reakćı do obyčejných diferenciálńıch rov-
nic.

Znalosti, postupy a výsledky z vypracované dizertačńı práce lze
využ́ıt při konstruováńı poč́ıtačových model̊u př́ırodńıch jev̊u a tech-
nických proces̊u v celé řadě oblast́ı lidské činnosti. Ačkoli byly mate-
matické základy práce pokládány za účelem stavby model̊u reakčńıho
transportu kontaminace, lze vybrané z nalezených nástroj̊u (např.
DAE-solvery, řešiče nelineárńıch rovnic, symbolické řešiče) využ́ıt
i k řešeńı model̊u zcela odlǐsných jev̊u s podobným matematickým
popisem realizovaným prostřednictv́ım kombinaćı nelineárńıch alge-
braických a diferenciálńıch rovnic.

Z výše uvedeného vyplývá, že výsledky práce spadaj́ı do oblasti
aplikované matematiky a jsou orientovány na identifikaci a aplikaci
vhodných matematických postup̊u a nástroj̊u určených primárně pro
řešeńı problému reakčńıho transportu.

Efektivita navržených postup̊u bude i nadále ověřována na ben-
chmarkových úlohách a porovnána s jinými př́ıstupy.

Dı́lč́ı výsledky již byly prezentovány na konferenćıch Enumath 2009,
MODELLING 2009, HYDROMODE 2010, ModelCare 2011,
MSDL 2011, HYDROMODE 2013 a MODELLING 2014. V sou-
časnosti (2014) je posuzován (

”
Under review“) článek zaslaný do
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časopisu Computers & Geosciences. V př́ıpravě je dále článek do
sborńıku př́ıspěvk̊u z konference MODELLING 2014, který bude
speciálńım č́ıslem časopisu Mathematics and Computers in Simu-
lation.

S ohledem na velkou š́ı̌ri problematiky simulace reakčńıho trans-
portu se nab́ıźı celá řada možnost́ı pokračováńı v rozv́ıjeńı a zvyšováńı
efektivity modelovaćıch nástroj̊u. Otevřeným problémem k řešeńı
z̊ustáva kupř́ıkladu nalezeńı účinné metody řešeńı modelu reakčńıho
transportu popsaného parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi.
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• Šembera, J.; Zedek, L. (75%): Použit́ı Analýzy hlavńıch kom-
ponent pro redukci dimenze reakčně-transportńıho modelu.
Sborńık př́ıspěvk̊u semináře SIMONA 2009, Technická univer-
zita v Liberci, ISBN: 978-80-7372-543-3

Technické zprávy:

• Zedek, L.: Testováńı použitelnosti vybraných modul̊u programu
Flow123D na úloze regionálńıho rozsahu. technická zpráva,
ARTEC-Výzkumné centrum: Pokročilé sanačńı technologie a pro-
cesy, červen 2011

• Zedek, L.: Zpráva o zapracováńı simulace radioaktivńıch roz-
pad̊u s bifurkacemi do programu Flow123D. technická zpráva,
ARTEC-Výzkumné centrum: Pokročilé sanačńı technologie a pro-
cesy, květen 2011

• Zedek, L.: Zpráva o postupech modelováńı reakčńıho trans-
portu. technická zpráva, ARTEC-Výzkumné centrum: Pokročilé
sanačńı technologie a procesy, ř́ıjen 2010
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• Královcová, J.; Zedek, L. (40%): Popis modelu lokality Melechov-

”
verze2“ technická zpráva, ARTEC-Výzkumné centrum: Po-

kročilé sanačńı technologie a procesy, březen 2010

Kniha:

• Košek, M.; Zedek, L. (25%); Hokr, M.; Rálek, P.: Vybraný
matematický aparát pro simulaci fyzikálńıch poĺı, Technická
univerzita v Liberci, Fakulta mechatroniky, informatiky a me-
zioborových studíı, Liberec, prosinec 2011, ISBN: 978-80-7372-
808-3

Článek v časopisu (v současnosti recenzovaný):

• Šembera, J.; Zedek, L. (60%): Effective Computer Simulation
of Equilibrium Adsorption with Limited Solubility, zaslána re-
vize do Computers and Geosciences, červen 2014

Ověřená technologie

• Flanderka, D.; Šembera, J.; Zedek, L. (75%): Program PCA-
Chemie.exe. ARTEC-Výzkumné centrum: Pokročilé sanačńı
technologie a procesy, prosinec 2009

Vystoupeńı na konferenćıch

V pr̊uběhu doktorského studia jsem vystoupil s prezentaćı nebo
s posterem na následuj́ıćıch konferenćıch a workshopech:

• MODELLING 2014, prezentace
”
ODE’s for Description of Re-

active Transport Including Equilibrium Reactions“, Rožnov
pod Radhoštěm, Česká republika, 2. – 6. červen 2014,

• HYDROMODE 2013, prezentace
”
Využit́ı DAE-solver̊u pro

simulaci reakčńı části problému š́ı̌reńı kontaminace podzemńı
vodou“, Kostelec nad Černými lesy, Česká republika, 19. – 20.
zář́ı 2013,
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• Conference on Modelling Storage in Deep Layers 2011, pre-
zentace

”
Testing of the Software Flow123D for Regional-Scale

Reactive Transport Models“, Schwetzingen, Spolková repub-
lika Německo, 11. – 13. ř́ıjna 2011,

• MODELCARE 2011, poster
”
Comparison of Effectivity of Two

Different Approaches to Reactive Transport Simulation“, Lei-
pzig, Spolková republika Německo, 18.-22. zář́ı 2011,

• HYDROMODE 2010, prezentace
”
Zahrnut́ı vlivu chemických

reakćı do modelu transportu kontaminace podzemńı vodou“,
Chloumek u Mělńıka, Česká republika, 14. – 15. zář́ı 2010,

• SIMONA 2009, prezentace
”
Použit́ı analýzy hlavńıch kompo-

nent pro redukci dimenze reakčně-transportńıho modelu“, Li-
berec, Česká republika, 21. – 23. zář́ı 2009,

• MODELLING 2009, prezentace
”
Application of Principal Com-

ponent Analysis in Modelling of Underground Solute Trans-
port“, Rožnov pod Radhoštěm, Česká republika, 22. – 26.
červen 2009,

• ENUMATH 2009, prezentace
”
The Use of Principal Compo-

nent Analysis for Reduction of Dimension of Reactive Trans-
port Model“, Uppsala, Švédsko, 29. červen – 3. červenec 2009.

Účast na projektech

• GAČR 102/08/H081:
”
Nestandardńı aplikace fyzikálńıch

poĺı-analogie, modelováńı, ověřováńı a simulace“

• TAČR TA02021132:
”
Mobilita kontaminant̊u a daľśıch složek

prostřed́ı-integrace do expertńıho systému využ́ıvaj́ıćıho trans-
portně-reakčńı modelováńı“
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• TAČR TA01021331:
”
Vývoj modelovaćıch nástroj̊u predikce

rozvoje THC proces̊u a jejich vlivu na migraci radionuklid̊u
v geosféře“

• SGS 7822, TUL-NTI 2012:
”
Modelováńı komplexńıch fy-

zikálńıch děj̊u, numerické modely a informatika“

• SGS, TUL-MTI 2013-2014:
”
Progresivńı mechatronické,

ř́ıd́ıćı a měř́ıćı systémy s aplikaćı vyspělých simulačńıch me-
tod“

Zahraničńı pracovńı stáž

Hostitelská organizace: Ghent University, Galglaan 2, B-9000
Gent, Belgie

Odděleńı: Department of mathematical analysis
Vedoućı odděleńı: Marián Slodička
Termı́n stáže: 01.09.2012–30.11.2012

Náplň stáže:

• Studium matematického popisu paralelńıch chemických reakćı.

• Př́ıprava model̊u vybrané testovaćı úlohy (rozpouštěńı kalcitu
podzemńı vodou).

1. Práce s analytickými řešiči Maple a Sage.

2. Využit́ı numerických řešič̊u soustav diferenciálńıch a al-
gebraických rovnic.

• Koncepčńı návrh simulace sorpce v kombinaci s omezenou roz-
pustnost́ı.
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