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Abstrakt

Dizertaéni préace, jejiz autoreferat drzite v rukou je vénovéana
problematice pocitacové simulace vybranych pifrodnich jevi a che-
mickych reakei, které ovlinuji $iteni znecisténi podzemni vodou. V pra-
ci popisované pocitacové modely vyuzivaji inovativni aplikace v jinych
oblastech zavedenych postupti a modelovacich néstroju. Velka pozor-
nost je v dizertaci vénovana matematické formulaci popisu problému
reakéniho transportu kontaminace. V ramci prace je navrzen a byl
provéfen originalni popis problému reakéniho transportu soustavou
obycejnych diferencidlnich rovnic. Navrzeny popis diferencidlnimi
rovnicemi umoznuje zahrnout do modelu i rovnovazné chemické re-
akce, které jsou obvykle popisovany rovnicemi algebraickymi.

Diky zaméfeni prace na matematicky popis simulovanych uloh
je mozné navrzené postupy analogicky aplikovat na modely dalsich
piirodnich a jinych jevu jako jsou napiiklad Sifeni tepla, mechanis-
mus ztencovani ozonové vrstvy, znecisténi vzduchu a mnoho dalsich.

Klicova slova: reakéni transport, pocitacova simulace, lozisté
jaderného odpadu, radioaktivni rozpad, sorpce, omezend rozpust-
nost, matematicka formulace



Technicka univerzita v Liberci @

Abstract

My dissertation describes computer simulation of selected natu-
ral processes and reactive-transport problem which influence ground-
water contaminant transport. Models described in my disserta-
tion describe inovative application of approaches and simulation
tools which are widely spread and often used in different simulation
fields. Dissertation is strongly focused on mathematical formulation
of reactive-transport problem description. In one part of the book
we proposed and described tests of an original ordinary differential
formulation of reactive transport problem. The proposed formu-
lation enables to involve equlibrium reactions which are obviously
described by algebraic equations.

Thanks to a focus of dissertation on mathematical formulation of
reactive transport problem, proposed approaches can be used ana-
logicaly for simulation of similarly described natural and other pro-
cesses such as heat transfer, ozone depletion chemical mechanism,
air polution model and many others.

Keywords: reactive transport, computer simulation, radioac-
tive waste disposal, radioactive decay, adsorption, limited solubility,
mathematical formulation
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Uvod

Predstavovand dizertac¢ni prace pripravend v ramci absolvovani
studijniho oboru ,,Pfirodovédné inzenyrstvi“ lezi na pomez{ vyzkum-
nych sméru ,Modelovén{ pfirodnich a technickych procesu® a ,,Apli-
kace numerickych metod a vyvoj nastroju pro modelovani piirodnich
procesii“. Sirsf tematicky okruh prace nese oznaceni , Numerické mo-
delovani sdruzenych T-H-M-C procesu v horninovém prostiedi“. Di-
zertacni prace je vénovana navrhu a popisu efektivnich postupu po-
¢itacové simulace vybranych geochemickych déju a je rozclenéna do
Ctyfech nize popsanych kapitol.

Prvni kapitola kratce, v nékolika bodech, predstavuje cile di-
zertacni prace.

Druha kapitola, piindsi souhrn zékladnich znalosti a postupu
vyuzivanych pro simulaci reakéniho transportu kontaminace pod-
zemni vodou. Kapitola obsahuje informace o obvyklém déleni che-
mickych reakci v podzemni vodé do nékolika skupin podle rychlosti
reakci a faze reaktant. Déle je v kapitole uvedeno nékolik mate-
matickych formulaci vyuzivanych k pocitacovému modelovani geo-
chemickych reakci ruznych druht. Druhou kapitolu uzavird krétké
predstaveni simula¢niho néstroje Flow123D do néhoz byly v rdmci
praktické ¢asti dizertaéni prace priddny soucdsti pro simulaci vy-
branych geochemickych, popf. geofyzikalnich interakei.
zené postupy a metody modelovani jevu, které ovliviuji, zpravidla
zpomaluji, transport znec¢isténi podzemni vodou.

V jedné z podkapitol naleznete originalni matematickou formu-
laci popisu radioaktivnich rozpadu a linedrnich reakci. Formulace
byla v nékolika etapach zpfesinovana a peclivé provérovéana.

Dalsi podkapitola predstavuje postup simulace rovnovazné sorpce,
ktery umoznuje predejit casové narotnému iteratnimu FeSeni ne-
linearnich rovnic diky vyuziti predpocitané interpolaéni tabulky.

Nésledujici podkapitola ukazuje aplikaci fesi¢u z baliku Sundi-
alsTB (octave-sundials) na simulaci rozpoustén{ kalcitu podzemn{
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vodou bez kontaktu s atmosférou. V této podkapitole je k matema-
tickému popisu problému nejprve vyuzita soustava sestavajici z alge-
braickych spolu s oby¢ejnymi diferencidlnimi rovnicemi (standardn{
popis chemickych reakei). Ndsledné je popis preformulovan do po-
doby soustavy obyé¢ejnych diferencidlnich rovnic, které nesou infor-
maci o kinetickych i rovnovéznych reakcich (inovace). Vysledky mo-
deli rozpousténi kalcitu byly srovnavany s vystupy z provérenych
simula¢nich programu.

Treti kapitolu uzavira ¢ast vénovand rozsiteni modelu rozpousténi
kalcitu o advekéni transport latek podzemni vodou. I v pripadé to-
hoto rozsiteného modelu je cely déj ve vysledku popsan jednou sou-
stavou obyc¢ejnych diferencialnich rovnic.

Ctvrta kapitola shrnuje piinosy odevzdané dizertaéni préce.

V prilohach prace naleznete skripty pouzité v programu Octave
k simulaci rozpousténi kalcitu a k modelovani rozpousténim kalcitu
ovlivnéného transportu. Kromé toho obsahuji pfilohy seznam publi-
kaci a vycet dalsich aktivit v prubéhu studia.

1 Cile dizertac¢ni prace

Vzhledem k velké §ifi problematiky pocitacové simulace reakéni-
ho transportu jsem se v dizerta¢ni praci zaméfil na matematickou
formulaci a na zpusoby feSeni soustav popisujicich dany problém.
Cile odevzdané prace je mozné shrnout do nékolika néasledujicich
bodu:

e Zmapovani matematického pozadi pocitacového modelovani
reakéniho transportu kontaminanti podzemni vodou.

e Navrh inovativniho matematického popisu problému reakéniho
transportu.

e Priprava vlastnich, efektivnich algoritmu pro vybrané ptipady
reakéniho transportu kontaminace.
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e Implementace navrzenych postupu a jejich pouziti k simulaci
zvolenych pifrodnich jevu.

e Porovnani dosazenych vysledku simulaci s vysledky ziskanymi
vyuzitim provérenych, komerénich programu.

V popisované préci je uvazovén deterministicky piistup/model
transportu latek podzemni vodou. Motivaci pro tuto volbu je za-
myslené pouziti vyslednych modelovacich nastroju pro stanoveni ri-
zik spojenych s ukladdnim radioaktivniho odpadu a pro predikci
uc¢innosti sana¢nich zdsaht na oblastech regionédlniho rozsahu.

Praktickou ¢asti pro ovéreni teoretickych zavéru dizertaéni prace
je bud’to implementace a otestovani vybranych postupt do reakéntho
modulu simula¢niho softwaru Flow123D nebo jejich zprovoznéni po-
moci jiného programového néastroje (Octave).

Ucelem rozsffeni programu Flow123D o simulaci vybranych ge-
ochemickych interakci bylo vytvoreni prostfedku efektivniho mode-
lovani téchto jevu a nikoliv ptiprava modelovaciho néstroje u kterého
je dosazeno vysoké komplexnosti modelu na tkor rychlosti vypoctu.

Vlastni préce se soustiedila na optimalizaci algoritmu a vypocet-
nich procesu pouzitych k simulaci reakéniho transportu stejné jako
na inovaci matematického popisu problému.

2 Shrnuti hlavnich vysledkt prace

V ramci jednotlivych ¢asti této kapitoly jsou ramcové predstaveny
hlavni dkoly vyfesené v rdamci doktorského studia a popsané v di-
zertacni praci.

2.1 ResSersni cast prace

Uvodn{ kapitola prace obsahuje zdkladni sezndmeni s proble-
matikou modelovani reakéniho transportu. Hlavni informace byly
Cerpany z [10] a [I1].
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Klicové z hlediska simulace transportu latek ovlivnéného che-
mickymi reakcemi je jejich rozdéleni podle skupenstvi (pevné, ka-
palné) reaktantu a podle relativni rychlosti prubéhu reakce vzhle-
dem k rychlosti transportu. K popisu rychlych (tzv. rovnovéznych)
reakci je zvykem pouzivat algebraické rovnice a pro popis pomalych
(tzv. kinetickych) reakei se pouzivaji obycejné diferencidlni rovnice.
Transportni ¢ast modelu je obvykle formulovana v podobé soustavy
parcidlnich diferencialnich rovnic.

V tvodni kapitole jsou predstaveny tradi¢ni, stejné jako aktualné
pouzivané a rozvijené metody matematického popisu, simulace a pro-
pojeni transportni ¢asti modelu s jeho reakéni slozkou. Jako zastupci
tradi¢nich simula¢nich postupt jsou zminény ty, které byly v ramci
doktorského studia otestovany. Jsou to takzvany ,Differential Alge-
braic Equation Approach — DAE“ a na S$tépeni operdtoru postaveny
»Sequential Non-Iterative Approach — SNIA“. Z novéjsich metod je
ve zkratce popsano reakéné orientované modelovani.

V zavéru kapitoly je okrajové zminén dostupny software posky-
tujici moznost simulace reakéniho transportu.

2.2 Simulace radioaktivnich rozpadua

Vlastni prace na simulaci reakéniho transportu zacala vytvorenim
softwarového néstroje pro pocitdni referen¢nich modela. Zminény
software poslouzil k vypoctu srovnavacich dat pro pozdéji realizova-
nou simulaci radioaktivnich rozpadi.

Radioaktivni rozpady byly efektivné modelovany za pouziti ma-
ticového nasobeni. Realizovany princip simulace radioaktivnich roz-
padu spocivd v ndsobeni velké matice koncentraci CT(N x n, kde
N je pocet elementu a n je pocet litek, izotopu) pied rozpadem
(ovSem po transportu) malou matici R (n x n). Matice koncentract
je nasobena matici rozpadu zprava

TCTR = CTH!,
kde T je velkd matice (N x N) popisujic{ transport. Uvedend kombi-

nace simulace transportu se simulaci rozpadu je zalozena na metodé

10
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stépeni operdtoru (Operator Splitting — OS) podle schématu TR
(Transport-Reakee).

V zakladni verzi méla matice realizujici simulaci rozpadu pasovy,
bidiagonalni charakter. Tento tvar matice umozinoval v jednom ca-
sovém kroku modelu zohlednit piispévek koncentrace pouze od bez-
prostiedné predchazejiciho prvku v rozpadové fadé. Zminény jedno-
duchy tvar formulace problému vyvolaval nepfesnosti ve vysledcich
simulaci.

Pro napraveni popsaného nedostatku byla matematicka formu-
lace simulovaného jevu upravena. Princip maticového nasobeni zustal
zachovan, ale pouzivand matice byla sestavena za pomoci racionalni
Padého aproximace eponenciely matice (eA2?), kters je analytickym
fesenfm tlohy % = A¢, &(0) = ¢. Matice A byla k tomuto tcelu
sestavena z kinetickych konstant odpovidajicich polo¢asum rozpadu
prvku v simulované rozpadové fadé a méla tvar

k k1 0 0 0
0 —ky ko 0 0
0 0 0 —kno1 knoa
0 0 0 0 —kn,

Padého aproximace R(A - At) exponenciely matice A - At byla
pocitana podle vzorcu

R(A - Af) = [D(A - At)-'N(A - Av),
P , ,
(-8 = £ a0y
q .
D(A-Al) =2, Bty (A ALY,

kde p je stupen citatele a q je stupen jmenovatele.

Navrzeny postup simulace rozpadu byl implementovéan do pro-
gramu Flow123D. Uzivatel programu dostal moznost definovat si ve
vstupnim souboru vlastni, pfimé i rozvétvené rozpadové fady.

11
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Spravnost simulace radioaktivnich rozpadu za pomoci Padého
aproximace exponenciely matice A-At byla ovérena na jednoduchych
testovacich ulohach nalezenim analytického feseni problému. Shoda
vysledku analytického a numerického feSeni navrzeného matema-
tického modelu prokéazala pouzitelnost Padého aproximace k simu-
laci radioaktivnich rozpadu. Vyhodou numerického feseni je jeho
8irsi pouzitelnost a snazsi implementace.

Casova narocnost simulace rozpadii byla otestovéna na modelu
regionélniho rozsahu (lokalita Rozné-Olsi). Ukdzalo se, ze vypocetn{
casy modelu transportu kontaminace a vypocetni ¢asy modeli zo-
hledniujicich navic jesté radioaktivni rozpady jsou vzajemné srovna-
telné.

2.3 Model rovnovazné sorpce

Dalsim jevem, ktery silné ovliviiuje Siteni kontaminace podzemni
vodou je rovnovazna sorpce kontaminantu na horninu. V matema-
tickych modelech je bézné popisovat sorpce obecné nelinedrnimi funk-
cemi (tzv. izotermami) definujicimi vztah mezi koncentraci rozpusténé
latky a koncentraci latky sorbované na povrch horniny. Pro popis
jednovrstvé sorpce se casto vyuzivaji napiiklad tzv. linedrni, Freu-
ndlichova nebo Langmuirova izoterma (viz napf. [12]). Zminéné izo-
termy se vyznacuji jednoduchym matematickym popisem s malym
poctem parametru, které je mozné najit v literatufre.

V ramci dizerta¢ni prace byla navrzena a otestovana efektivni
metoda priblizného feseni nelinearnich rovnic popisujicich jednovrst-
vou sorpci ve spojeni se zakonem zachovani hmoty a se zohlednénim
omezené rozpustnosti kontaminantu v podzemni vodé.

Zakon zachovani hmoty ma pro ptipad sorpce tvar

cr=c¢o-n+cs-pg-(1—n),

kde cp je celkova koncentrace, c, je koncentrace latky rozpusténé
ve vodé, ¢ je koncentrace sorbované latky, n zna¢i porozitu hor-
niny a py je hustota horniny. Celkovou koncentraci jde dopocitat na
zékladé hodnot c,, cs z transportni ¢asti modelu.

12
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Koncept modelu sorpce latky s omezenou rozpustnosti (mez cx)
je zalozeny na pouziti stejnych proménnych (mist v paméti pocitace)
pro ulozeni koncentraci sorbovanych a srazenych latek. V piipadé
nerozliSovani mezi srazenou a sorbovanou formou latky je mozné
uvazované déje principielné popsat grafy podobnymi tém na obrazku

m

Ce A v
,-‘izoterma
izoterma._

flcdf-------; , -

E mez . mez

| rozpustnosti rozpustnosti

Ck Ca Ck Ca
(a) Omezenou rozpustnosti ovlivnénd (b) Omezenou rozpustnosti ovlivnénd
linearni sorpce. nelinedrni sorpce.

Obrazek 1: Omezenou rozpustnosti ovlivnéné, izotermami popsané
sorpce.

Drobnou tpravou predpisu zédkona zachovani hmoty muzeme de-
finovat funkei g(c,) ve tvaru

g(ca):Ca'n+f<ca)'pH'(1_n)7

kde f(c,) predstavuje explicitni, funkéni predpis izotermy.
Pfesnym feSenim tlohy se zohlednénim omezené rozpustnosti
(s mez{ rozpustnosti ¢x) je hodnota koncentrace rozpusténé formy
latky
co = min{g~(er), cr}
spolu s dopoéitanou hodnotou ¢4 koncentrace sorbované nebo srazené
formy latky.

13
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Sorpce je v modelu simulovana tehdy, pokud cr < c7'**, kde
P =cp-n+ feg) - pa - (1 —n). V takové situaci je ¢s = f(cq)-
V opaéném piipadé (¢ > ¢**) dochézi k simulaci srdzeni. Hod-

nota ¢, je nastavena na c a koncentrace c, je dopoctena podle vzorce

cs = (cr —n-cp)/(pm - (1 —n)).
K numerickému, itera¢nimu feSeni rovnice
cr =ca-n+ f(ca) - pu-(1—n)

byla pouzivana bud Newtonova-Raphsonova metoda nebo algorit-
mus TOMS 748 implementovany v rozsihlé knihovné funkci
boost C++ (v 1.0).

2.3.1 Priblizné feSeni

Vyrazné rychlejsi nez iteraé¢ni metody vypoctu feseni modelu
sorpce je stanoveni jeho aproximace v jednom kroku. Podminkou pro
pocitatelnost aproximace feseni jsou konstantni parametry horniny
(n, pg) v Case a na definovanych oblastech v prostoru. K aproximaci
feSeni sorpéni ¢asti modelu popsané rovnici

cr =ca-n+ f(ca) pu-(1-n)

s neznamou ¢, bylo pouzito projekce dat z transportni ¢asti modelu
na izotermu. Tato projekce je zalozena na vyuziti predvypoctené in-
terpola¢ni tabulky. Hodnoty ulozené v tabulce jsou transformované
(rotované) soufadnice bodu na izotermé v mistech, ktera odpovidaji
svou polohou ekvidistantné rozlozenym dilim mnozstvi latky c¢*
na hranici rozpustnosti (mnozstvi litky v bodé [ex, f(cx)]). Gra-
fické zndzornéni bodu z interpolacni tabulky (hvézdicky) ukazuje
obrézek 2] Nezdvisle proménnd v transformované souradné soustavée
mé vyznam celkové koncentrace (cff = cr). V interpolaéni tabulce
jsou ulozeny pouze hodnoty zavisle proménné c%.

Pred projekci dat na izotermu musi dojit k jejich transformaci
(otoceni) do soufadné soustavy s osami ¢, cF. Po projekci jsou data

otocenim vracena do puvodni soufadné soustavy.

14
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Obrazek 2: Pruseciky v otoéené soufadné soustaveé.

2.3.2 Srovnéani rychlosti modela sorpce

K otestovani ¢asové naro¢nosti navrzenych zpusobu simulace jed-
novrstvé sorpce byla pripravena sada 2D modela sorpci ovlivnéného
transportu kontaminace péréznim mediem s konstantnimi nebo pro-
ménnymi parametry. Pro modely s nekonstantnimi parametry hor-
niny bylo nutno vyuzit iteraéni metody feSeni zatimco v pripadé mo-
delu s konstantnimi parametry mohla byt pouzita vyrazné rychlejsi
metoda aproximace feSeni v jednom kroku. 2D oblast popisovana
modely byla diskretizovana 1426 trojihelnikovymi elementy.

Modely zahrnovaly simulaci sorpce popsané linearni, Langmuiro-
vou nebo Freundlichovou izotermou. Ve vSech tfech pripadech byla
sorpce simulovana nejprve za pomoci Newton-Raphsonovy metody

15
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(konstantni parametry, itera¢n{ feseni). Déle probéhly simulace s vy-
uzitim metody TOMS 748 (nekonstantni parametry, iteracn{ Fesenf)
a nakonec byl aplikovan novy postup zaloZzeny na interpolaci (kon-
stantni parametry, feSeni v jednom kroku). Délky béhu simulaci jsou
zachyceny v tabulce

Tabulka 1: Casy simulaci transportu ovlivnéného sorpci.

type/alg. | Newton (konst.) | TOMS 748 | interp. (konst.)
linear 6.5 8.48 0.87
Freund. 8.98 41.1 0.87
Lang. 7.89 13.2 0.98

Pro vsechny piipady simulaci s konstantnimi parametry hor-
niny a s pouzitim interpolace bylo zaznamenéno vyrazné zrychleni
vypoctu, které je patrné z porovnani hodnot v prvnim a ve tfetim
sloupci tabulky

Ve vsech piipadech pouziti algoritmu TOMS 748 bylo pozorovano
zpomaleni vypoctu ve srovnédni se simulacemi problému Newtonovou-
Raphsonovou metodou. Na zdkladé naméfenych délek trvani vypoctu
se Newtonova-Raphsonova metoda jevi pro numerické modelovani
sorpce jako vhodnéjsi volba nez druha z testovanych itera¢nich me-
tod.

2.4 Inovativni popis chemickych reakci

Dulezitym krokem k navrzeni originalniho postupu modelovani
reakéniho transportu jako celku bylo zvladnuti simulace paralelnich
kinetickych a rovnovaznych chemickych reakci. Jako testovaci iloha
byl vybran reakéni mechanizmus rozpousténi kalcitu v podzemni
vodé s obsahem CO, a bez kontaktu s atmosférou. Mechanizmus
zvolené reakce muze byt popsan chemickymi rovnicemi:

e COz(aq) + H,O =2 HT + HCO;, konstanta K,
e CaCO3 +H™ & Ca?™ + HCOj3, konstanty [, L,
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e H,O =2 H' + OH™, konstanta M,

kde konstanta [ je kineticka, zatimco velkymi pismeny K, L, M jsou
znaceny konstanty rovnovazné.

Vyse uvedenym chemickym rovnicim ptislusi po zjednodusujicim
preznaceni popis matematickymi rovnicemi ruznych typu:

e A2 B+C, K =5

e

e B2D+C, “2=fin(B,C,D)=1-(1-9"

);

e

e konst. @ B+ FE, M =B.FE,,

kde dolnim indexem e jsou oznaceny hodnoty koncentraci v chemické
rovnovaze.

K feseni modelu bez zahrnuti transportu byly nejprve vyuzity
existujici fesice (DASPK, IDA) soustav diferencidlnich a algebra-
ickych rovnic (DAE — Differential-Algebraic Equation). Pro zvo-
lené pocateéni podminky a parametry tlohy se vysledky shodovaly
s vysledky hojné pouzivaného simula¢niho softwaru The Geoche-
mist’s Workbench. Dosazend shoda je zachycend na obrazku [3]

Resice DAE-soustav jsou relativné ¢asto pouzivanym néstrojem
pro simulaci provazanych fyzikédlnich, technologickych a chemickych
déju. Jejich vyhodou je uzivatelskd jednoduchost formulace mate-
matického popisu pro fesic.

Vyraznou nevyhodou fesené soustavy diferencidlnich a algebra-
ickych rovnic je pouziti rozsahu reakci na misté proménnych. Roz-
sahy reakci neumozinuji snadné rozsiteni modelu o transport, ktery
obvykle pracuje s proménymi koncentracemi latek.

2.4.1 ODE popis rozpousténi kalcitu

Pro stejnou testovaci tlohu (rozpousténi kalcitu) byl pfipraven
originalni matematicky popis sestavajici ¢isté z obycejnych diferen-
cidlnich rovnic.

17
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molalita [molfkg]

cas [den]

Obrazek 3: Srovnéni vysledku z Octave (modrd) a z programu The
Geochemist’s Workbench (Cervend).

Odvozeni diferencidlniho popisu je zalozené na:

1. zavedeni ,piispévku“ Ry, Rj; rovnovaznych reakci k casové
zméné modelovanych koncentraci

94 = (_1) - Ry,

g—g = (=1)-kin(B,C,D) + Rx + Ry,

9 _ Lin(B,C, D) + Ry, (1)
8b _ (_1) . kin(B.C, D),

67? == RM7

2. derivaci algebraickych rovnic popisujicich rovnovahy,

3. dosazeni diferencidlnich rovnic do vysledku derivace rovnic
rovnovah,

4. vyjéddieni ,prispévku® Ry, Ry a

18
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5. na jejich dosazeni zpatky do diferencidlnich rovnic (|1)).

Vyslednd diferencidlni formulace ulohy mé& tvar

9A _ A(B—C+E)-kin(B,C,D)
ot — (A+C)B+AC+(A+O)E
B __ (_1) . kln(B C D) _ A-(B—C+E)-kin(B,C,D) + ((2A+C)'E~kin(B,C,D)

ot o C(A+)C)B(+Ag+()A+C)E A+C)BTAC+(A+C)E
ac . (B—C+E)Kin(B,C,D

ot = kin(B,C, D) — (A+C)B+AC+(A+C)E

92 — (-1) - kin(B,C, D)

9E _ (2A+0C)-E-kin(B,C,D)
9t — (A+C)BYACH(A+CO)E"

Odvozena soustava byla feSena se zvolenymi poc¢atecnimi pod-
minkami a parametry pomoci solveru CVODE. Vysledky simulace
byly shodné s vysledky ziskanymi fesenim DAE-soustavy.

Hlavni vyhodou diferencidlniho popisu provazanych chemickych
reakci je potlaceni potfeby vyuziti metody Stépeni operatoru pii
simulaci soubézné probihajicich kinetickych a rovnovaznych che-
mickych reakci. Dalsim kladem diferencialni formulace je moznost
volby z §iroké skaly metod pouzivanych pro feSeni soustav obycejnych
diferencidlnich rovnic.

Zjevnou nevyhodou diferencialniho popisu postihujictho i rov-
novazné reakce je obtiznost jeho sestaveni a automatizace tohoto
procesu.

2.5 Rozsifeni modelu reakci o transport

Postupem analogickym formulaci jednotného, diferencidlniho po-
pisu rovnovaznych a kinetickych reakci byla sestavena soustava oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic rozsifena o transportni ¢leny
L(X), X € {A,B,C,D,E}. Rozdil byl v pouzité soustavé parci-
alnich diferencialnich rovnic

o4 — (A) Rk,

b _ L(B) — kin(B,C,D) + Rk + Ru,
% = L(C) + kin(B,C, D) + Rk,

S = L(D) — kin(B,C, D),

9% = L(E) + Ru,
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které nahradily obycejné diferencidlni rovnice z modelu bez trans-
portu a které bylo tieba pred fesenim ve zkoumané oblasti diskre-
tizovat. Zkoumanou oblasti byl étverec (viz obr. [4)) a k diskretizaci

BCD
Idx VX dx t

my=7

4 P xmax

1 2 3 4 5 6 7=mx
Obréazek 4: Geometrie modelu.

v prostoru byla pouzita metoda kone¢nych diferenci. Pred simulaci
byly na hranici oblasti nastaveny okrajové podminky Dirichletova
typu a na celé oblasti pfedepsany poc¢atecni podminky.

Pti modelovani transportu latek ve vodorovném sméru byl sle-
dovan vliv zjemnéni vypocetni sité na Casovy vyvoj koncentraci
u vtoku a u vytoku z oblasti (body ozna¢ené hvézdickami). Vysledek
byl v souladu s oéekavanimi. Zjemnovani sité vyvolalo ptikiejsi pre-
chod (viz obr. [5)) od chemii modifikované po¢ateéni podminky (modrd
¢éra v grafu) k hodnoté urcéené okrajovou podminkou. Pro vétsi
prehlednost je v grafu zaznamenan pouze vyvoj pH.

Pro stejny scénar simulace byl vyhodnocen také vliv zjemnéni
sité na modelem pfedpovézené prostorové rozlozeni pH podél osy x
(smér proudéni). Pfechod mezi dvéma meznimi hodnotami v tomto
piipadé reprezentoval takzvané ,céelo kontaminace“. Spolu se zje-
mnovanim sité klesla numericka difuze, v dusledku éehoz se celo
kontaminace blizilo otekdvanému kolmému, skokovému piechodu.
Tento trend ukazuje obrézek [6]
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Obrazek 5: Vliv zjemnéni sité ve sméru transportu.

Kromé kvality vysledkt mélo zjemnovani sité vliv také na délku
trvani simulaci. Vypocetni ¢asy ukazuje tabulka

Tabulka 2: Vypocetni ¢asy modelu.

’ pocet uzll, ng X ny ‘ trvani vypoctu ‘
X7 28.22s
X7 72.6s = 1m 12.6s
157 503.8s = 8m 23.8s
31x7 3143s = 52m 23s
63x7 2.062e+4s = 5h 43m 40.2s

U casové ndrocnosti simulaci na poctu uzli vypocetni sité lze
pozorovat mocninnou funkéni zdvislost.
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Obrazek 6: Vliv zjemnéni sité ve sméru osy x na predpovézené
prostorové rozlozeni pH.

ZvySovéani poctu uzli ve sméru osy x (smér proudéni, resp. trans-
portu) vyvolalo zdvislost vypocetniho ¢asu modelu danou funke{

=0.0033 - n2 505

uzlu

Nejvétsi vyhodou diferencidlni formulace tloh transportu popiso-
vanych v této kapitole je zahrnuti popisu vsech uvazovanych dil¢ich
jevu do jedné soustavy rovnic stejného druhu.

Otevienou otazkou zustava struktura matice soustavy a s ni
spojeny vybér vhodné vypocetni metody, napiiklad nékteré nevy-
zkousené z programu CVODE.
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3 Prinos prace

Piinosem odevzdané dizerta¢ni prace je vytvofeni podrobného
prehledu, posouzeni efektivity vybranych, v soucasné dobé pouziva-
nych postupt matematického modelovani reakéniho transportu. Kro-
mé toho byl ve vybranych piipadech (radioaktivni rozpad a rov-
novazné sorpce) pouzit inovativni postup simulace, ktery pfinesl
snizeni vypocetniho ¢asu modelu reakéniho transportu se zndmymi
parametry uvazovanych piirodnich jevu. Parametry chemickych re-
akci byly ziskdvany na zdkladé udaju z literatury a expertnich od-
had.

Vyznamnym teoretickym vysledkem préce bylo navrzeni origindl-
ni matematické formulace popisu problému reakéniho transportu.
Zminénd formulace umoznuje zahrnout popis rovnovaznych, neko-
necné rychlych chemickych reakci do obycejnych diferencialnich rov-
nic.

Znalosti, postupy a vysledky z vypracované dizerta¢ni prace lze
vyuzit pii konstruovani pocitacovych modela piirodnich jevi a tech-
nickych procest v celé fadé oblasti lidské ¢innosti. Ackoli byly mate-
matické zéklady prace pokladany za ticelem stavby modelu reakéniho
transportu kontaminace, lze vybrané z nalezenych ndstroju (napf.
DAE-solvery, Fesi¢e nelinedrnich rovnic, symbolické feSice) vyuzit
i k feSeni modelu zcela odlisnych jevi s podobnym matematickym
popisem realizovanym prostiednictvim kombinaci nelinearnich alge-
braickych a diferencidlnich rovnic.

7 vyse uvedeného vyplyva, ze vysledky prace spadaji do oblasti
aplikované matematiky a jsou orientovany na identifikaci a aplikaci
vhodnych matematickych postupt a nastroju urcéenych primérné pro
feSeni problému reakéniho transportu.

Efektivita navrzenych postupt bude i nadédle ovéfovana na ben-
chmarkovych tlohach a porovndna s jinymi piistupy.

Diléi vysledky jiz byly prezentovény na konferencich Enumath 2009,
MODELLING 2009, HYDROMODE 2010, ModelCare 2011,
MSDL 2011, HYDROMODE 2013 a MODELLING 2014. V sou-
casnosti (2014) je posuzovén (,Under review“) ¢ldnek zaslany do
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casopisu Computers & Geosciences. V pripravé je dale ¢lanek do
sborniku piispévku z konference MODELLING 2014, ktery bude
specialnim ¢islem ¢asopisu Mathematics and Computers in Simu-
lation.

S ohledem na velkou §iii problematiky simulace reakéniho trans-
portu se nabizi celd fada moznosti pokracovani v rozvijeni a zvySovani
efektivity modelovacich ndstroju. Otevienym problémem k feSeni
zustéva kupiikladu nalezeni i¢inné metody feSeni modelu reakéniho
transportu popsaného parcialnimi diferencialnimi rovnicemi.
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